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摘  要 

为提出新的模糊数排序方法并验证其可行性，首先通过综合考虑区间数中各对应点对区间数距离的影响

程度，构造了一种新的区间数距离，并利用该区间数距离建立了一种新的模糊数距离。在此基础之上，

给出了一种新的模糊数排序方法，并证明了该方法仍然具备Wang和Kerre提出的关于模糊数排序的一系

列性质。最后，通过实例验证了所提模糊数排序方法的可行性与有效性。 
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Abstract 
In order to propose a new fuzzy number ranking method and verify its feasibility, a new interval 
number distance is constructed by comprehensively considering the influence degree of each cor-
responding point in the interval numbers on the interval number distance, and a new fuzzy num-
ber distance is established by this interval number distance. On this basis, a new fuzzy number 
ranking method is given, and it is proved that the method still has a series of properties about 
fuzzy number ranking proposed by Wang and Kerre. Finally, the feasibility and effectiveness of 
this fuzzy number ranking method are verified by some examples. 
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1. 引言 

现实世界中的决策问题往往涉及不确定性和模糊性，建立模糊决策的数学理论和方法是决策领域的

一个重要研究方向。在模糊决策分析中，决策者通常使用模糊数作为方案的评估工具，这就需要对模糊

数进行比较和排序。为此，众多学者基于不同的理论基础和应用背景，提出了各种各样的模糊数排序方

法。总的来说，这些模糊数排序方法主要被归为以下三类： 
(1) 第一类是先将每个待排序模糊数都转化为一个实数，然后通过比较它们对应实数的大小关系，从

而确定出所有待排序模糊数的排序结果。如：文献[1]利用一个与模糊数截集有关的函数给出排序指标，

创建了一种能对单位区间上的模糊数进行排序的模糊数排序方法。文献[2]为反映出决策者的风险态度，

对模糊数截集的左右端点区别对待，然后基于左右积分值的凸组合提出了一种排序指标对模糊数进行排

序。文献[3]发现Liou和Wang提出的模糊数排序方法[2]在区分正规与非正规梯形模糊数方面存在局限性，

为解决这一缺陷，他们重新构造了一种基于模糊数中值和新积分值的模糊数排序指标。文献[4]通过广义

梯形模糊数的指数区域定义出其排序指标，进而得到一种用于广义梯形模糊数的排序方法。文献[5]利用

广义梯形模糊数的平均位置、面积、周长构造了一种排序指标，基于此提出了一种可对广义梯形模糊数

进行排序的方法。 
(2) 第二类是先利用所有待排序模糊数构造一个或多个参考模糊数，然后通过比较每个待排序模糊数

与这些选定参考模糊数的某种接近程度(或远离程度)来得到排序指标，从而得到所有待排序模糊数的排序

结果。如：文献[6]通过比较待排序模糊数到预定目标之间的距离，提出了一种基于模糊数距离的模糊数

排序新方法。文献[7]指出文献[6]中所定义的区间数及模糊数之间的距离并不完全满足距离的定义，以确

保其满足距离的定义对其修正后，重新提出了一种新的模糊数排序方法。文献[8]通过定义一种新的区间

数、三角形模糊数之间的距离，然后在待排序三角形模糊数中选出一个模糊极大集作为比较标准，利用

该模糊数距离计算出每个待排序模糊数与选定模糊极大集的距离，进而提出了一种用于三角形模糊数排

序的方法。 
(3) 第三类是先通过构造所有待排序模糊数集上的模糊关系、模糊偏好关系等，再利用构造的模糊关

系、模糊偏好关系等对待排序模糊数进行成对比较，最终得出所有待排序模糊数的排序结果。如：文献[9]
提出了一种评估两个模糊数之间比较关系的满意度函数，基于该函数进一步建立了模糊偏好关系，并据

此提出了一种适用于模糊偏好关系的模糊数排序方法。文献[10]在整个模糊数集合中引入了一种新的模糊

二元关系，并利用该模糊二元关系提出了一种适用于整个模糊数集合的排序方法。文献[11]提出了一种用

于比较两个三角形模糊数之间大小关系的可能度计算公式，并结合加权平均模型构造了一种新的三角形

模糊数排序方法。文献[12]通过引入相对模糊优势度来刻画模糊数的一些形状特征，提出了一种基于模糊

数相对关系和形状特征的模糊数排序方法。 
虽然这些排序方法在理论研究和实际应用中均有重要作用，但它们各自都有其特定的适用范围和局
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限性。因此，关于模糊数排序方法的研究仍需要不断探索与创新。通过分析上述文献，本文发现朱章遐

和曹炳元[8]所定义的区间数距离虽然考虑了区间数中各对应点对它们之间距离的影响程度，但并未充分

考量到区间数中各对应点可能对区间数间距离产生不同影响的情况。为此，本文首先考虑了区间数中各

对应点对区间数距离影响程度的差异情况，引入加权函数 ( )0xα α > ，推广改进了上述区间数距离，并给

出其重要性质。接着利用该区间数距离，构造了一种新的模糊数距离，并基于该模糊数距离和选定参考

模糊数建立了排序指标，进而提出了新的模糊数排序方法，同时证明了其相关性质。最后，通过三个数

值示例与其他排序方法进行比较，说明了本文所提出的排序方法的可行性与有效性。 

2. 预备知识 

本节主要介绍区间数、模糊数、距离的公理化定义等基本概念。 
定义 2.1 [13] 设 [ ] { }, :a a a x a x a= = ≤ ≤ ，则称 a 为一个区间数。特别地，如果 a a= ，那么区间数

a 就是一个实数。 
区间数的基本运算法则[13]：设区间数 [ ],a a a= ， ,b b b =  ， k∈，则有 

(1) 加法运算： ,a b a b a b + = + + ； 

(2) 数乘运算：
[ ]
[ ]

, , 0

, , 0

ka ka k
ka

ka ka k

 ≥= 
<

； 

(3) 减法运算： ( ) ,a b a b a b a b − = + − = − − 。 
定义 2.2 [14] 实数域上的模糊集 A 称为模糊数，如果 A 还满足如下条件： 

(1) A 是正规的，即存在 0x ∈，使得 ( )0 1A x = ； 
(2) A 是模糊凸的，即有 ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 21 min ,A kx k x A x A x+ − ≥ ， 1 2,x x∀ ∈， [ ]0,1k∈ ； 
(3) A 是上半连续的，即对 0x∀ ∈， 0ε∀ > ， 0δ∃ > ，使得当 x∀ ∈，且 0x x δ− < 时，有 ( ) ( )0A x A x ε− < ； 
(4) A 的支集是有界的，即 ( ){ }: 0x A x∈ > 是有界的。 
可将上述定义的模糊数 A 的隶属函数描述为： 

( )

( )

( )

,
1,

,

0,

A

A

L x a x b
b x c

A x
R x c x d

≤ ≤


≤ ≤= 
≤ ≤


 其它 

 

其中 ( ) [ ] [ ]: , 0,1AL x a b → ， ( ) [ ] [ ]: , 0,1AR x c d → ，且 ( )AL x 单增上半连续， ( )AR x 单减上半连续。 ( )AL x 和

( )AR x 分别称为模糊数 A 的左、右隶属函数。 
记实数域上的全体模糊数构成的集合为 ( ) 。 

注：(1) 当模糊数 A 对应的左右隶属函数分别为 ( )A
x aL x
b a
−

=
−

， ( )A
x dR x
c d
−

=
−

时，称 A 为梯形模糊数；

若其还满足 b c= ，则称 A 为三角形模糊数。 
(2) 一般记梯形模糊数为 ( ), , ,A a b c d= ，其对应的 λ -截为 ( ) ( ),A a b a d c dλ λ λ= + − + −  ， [ ]0,1λ∈ 。 

定义 2.3 [13] 设有模糊数 A，定义 

( ){ }:A x A xλ λ= ∈ ≥ ， [ ]0,1λ∈ ， ( ){ }1 : 1kerA A x A x= = ∈ ≥ ， ( ){ }: 0suppA x A x= ∈ > ， 

此时分别称 Aλ 为模糊数A的 λ -截(cut)，kerA为模糊数A的核(kernel)，suppA 为模糊数A的支撑(support)。 
由模糊数及其截集的定义可知下面的结论是显然的。 

定理 2.1 [14] 实数域上的模糊集 A 是模糊数当且仅当存在两个左连续映射 [ ], : 0,1A A →，使得
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( ) ( ),A A Aλ λ λ =  ， [ ]0,1λ∀ ∈ ，其中 A 非减， A 非增。 
上述定理说明：任意模糊数 A 的 λ -截是区间数，可记为 ( ) ( ),A A Aλ λ λ =  ， [ ]0,1λ∀ ∈ 。 
下面通过模糊数的 λ -截来定义模糊数的基本运算，仅给出加法、数乘以及减法运算法则[14]。 
设有两模糊数 ( ),A B∈  ，其对应的 λ -截分别为 ( ) ( ),A A Aλ λ λ =  ， ( ) ( ),B B Bλ λ λ =  ， [ ]0,1λ∀ ∈ ，

设 k∈，则有： 
(1) 加法运算： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),A B A B A B A Bλ λλ λ λ λ λ + = + = + +  ， [ ]0,1λ∀ ∈ ； 
(2) 数乘运算： 

( )
( ) ( )
( ) ( )

[ ]
, , 0

, 0,1
, , 0

kA kA k
kA kA

kA kA k
λλ

λ λ
λ

λ λ

  ≥ = = ∀ ∈
  < 

； 

(3) 减法运算： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),A B A B A B A Bλ λλ λ λ λ λ − = − = − − ， [ ]0,1λ∀ ∈ 。 
定义 2.4 [15] 设 X 是任一非空集合，若映射 :d X X× →满足下列条件：对任意 , ,x y z X∈ ，有 

(1) ( ), 0d x y ≥ ，且 ( ), 0d x y = 当且仅当 x y= ； 
(2) ( ) ( ), ,d x y d y x= ； 
(3) ( ) ( ) ( ), , ,d x z d x y d y z≤ + ； 
则称 d 是 X 上的一个度量， ( ),d x y 为 x 与 y 之间的距离。 

3. 模糊数之间的 ( )p f, ,α -距离 

本节主要给出一种含参数 p 和α 的改进型区间数距离公式，并基于该区间数距离公式构造出一种模

糊数距离。 
定义 3.1 [8] 对任意区间数 [ ],a a a= ， ,b b b =  ，定义 ( ) ( ) ( )0

1
, dd a b a a a x b b b x x = + − − + −    ∫ ，

则称 ( ),d a b 为 a 与 b 之间的距离。 
注：上述距离公式将两区间数中各自的对应点都考虑在内，这些对应点通过各区间数的下端点值和

上端点值的凸组合来表示。从另一角度分析，该距离公式是通过 x 来刻画区间数中各对应点对区间数距

离的影响程度的，可以看出区间数中各对应点对它们之间的距离的影响程度都是相同的，但该区间数距

离并未充分考量到区间数中各对应点可能对区间数间距离产生不同影响的情况。 
为了充分考虑区间数中各对应点对区间数距离影响程度，下面引入了一个加权函数 xα ，其中 0α > ，

[ ]0,1x∈ ，使得当 1α > 时，远离区间上端点的对应点在区间数距离中所占权重随α 的增加而提高；当 1α =

时，区间数中各对应点对它们之间的距离的影响程度都是相同的；当 0 1α< < 时，远离区间上端点的对

应点在区间数距离中所占权重随α 的增加而降低，从而更加细致地反映了各对应点对区间数距离的影响

情况，也进一步实现了对上述区间数距离公式的改进与推广。下面图 1 分别给出 1α = ， 1α > ，以及

0 1α< < 时区间数 a，b 中各对应点对区间数 a 与 b 的距离的影响程度图(其中黑色与蓝色实线分别表示区

间数 a 与 b 中各对应点的影响程度)。 
下面给出含参数 p 和α 的改进型区间数距离公式。 
定理 3.1 对任意区间数 [ ],a a a= ， ,b b b =  ，定义 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ } ( )

1
1

, 0

1

0

1

, d

d 1, 0

p p
p

p p

d a b a a a x b b b x x

a a b b x a b x p

α α
α

α α

  = + − − + −   

 = − − − + − ≥ > 

∫

∫

，则 ( ), ,pd a bα 为区间数 a 与 b 之间的距离。 

证明 非负性、严格正性、对称性均由 ,pd α 的定义可直接证得。下只需证其满足三角不等式。 
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Figure 1. Graph of the influence degree of each corresponding point in interval number a and b on distance 
图 1. 区间数 a 与 b 中各对应点对距离的影响程度图 

 
对任意区间数 [ ],a a a= ， ,b b b =  ， [ ],c c c= 有 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( ) ( )

1

, 0

1

0

1

1

1

0 0

, ,

1

1 1

, d

d

d d

, ,

p p
p

p p

p pp p

p p

d a c a a a x c c c x x

a a a x b b b x b b b x c c c x x

a a a x b b b x x b b b x c c c x x

d a b d b c

α α
α

α α α α

α α α α

α α

   = + − − + −   

      = + − − + − + + − − + −      

      ≤ + − − + − + + − − + −      

= +

∫

∫

∫ ∫

 

证毕。 
特别地，当 1, 1p α= = 时，上述距离公式就退化为定义 3.1 中的形式；当 2p = 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 22
2,

1 2,
2 1 1

.d a b a a b b a a b b a b a bα α α
    = − − − + − − − − + −    + + 

 

命题 3.1 假设 ,pd α 是由定理 3.1所定义的区间数距离，则对任意区间数 [ ],a a a= ， ,b b b =  ， [ ],c c c= ，

有 ( ) ( ), ,, ,p pd a c b c d a bα α+ + = 。 

证明 由区间数的加法运算法则和定理 3.1 可直接得到。证毕。 
命题 3.2 假设 ,pd α 是由定理 3.1 所定义的区间数距离，则对任意区间数 [ ],a a a= ， ,b b b =  ，k∈，

有 

( )
( )
( )

,
,

,

, , 0
,

, , 0
p

p
p

kd a b k
d ka kb

kd a b k
α

α
α

≥= 
− − − <

 

证明 由区间数的数乘运算法则和定理 3.1 可以直接得到。证毕。 
命题 3.3 假设 ,pd α 是由定理 3.1 所定义的区间数距离，则当 ,a b是实数时，有 ( ), ,pd a b a bα = − 。 

证明 由定理 3.1 知，当 ,a b是实数时， ( ) { }
1

, 0

1
, dp p

pd a b a b x a bα = − = −∫ 。 

证毕。 
由命题 3.3 可知，当 ,a b是实数时，上述区间数距离就化为了实数之间的距离。 

命题 3.4 假设 ,pd α 是由定理 3.1 所定义的区间数距离， [ ],a a a= 是任一区间数， 1 2,k k 是任意实数，

则当 1 2k k a< < 时，有 ( ) ( ), 1 , 2, ,p pd a k d a kα α> ；当 1 2a k k< < 时，有 ( ) ( ), 1 , 2, ,p pd a k d a kα α< 。 
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证明 由定理 2.1 可得 

( ) ( ) ( ){ }
1

, 1 0

1
1, d

p p
pd a k a a x a k xα
α = − + −  ∫ ， ( ) ( ) ( ){ }

1

, 2 0

1
2, d

p p
pd a k a a x a k xα
α = − + −  ∫ 。 

又由 1 2k k a< < 可得 ( ) ( ) ( ) ( )1 2a a x a k a a x a kα α− + − > − + −       。 

因此可证得 ( ) ( ), 1 , 2, ,p pd a k d a kα α> 。 

当 1 2a k k< < 时，同理可证得 ( ) ( ), 1 , 2, ,p pd a k d a kα α< 。 

证毕。 
下述例题可说明定理 3.1 中的改进型区间数距离是符合直觉的。 
例 3.1 设有区间数 [ ]0,0a = ， [ ]1,2b = − ， [ ]1,2c = ，此时 a 包含在 b 内且在 c 外，直观上 a 与 b 之

间的距离应小于 a 与 c 之间的距离。同时利用定理 2.1 中的区间数距离公式可以得到 

( )2,
9 6, 1

2 1 1
d a bα α α

= − +
+ +

， ( )2,
1 2, 1

2 1 1
d a cα α α

= + +
+ +

 

又因为
( )( )

1 2 9 6 81 1 0
2 1 1 2 1 1 2 1 1

α
α α α α α α

   + + − − + = >   + + + + + +   
， 0α∀ > 。 

所以不管决策者如何区间数中各对应点对区间数距离影响程度，都有 ( ) ( )2, 2,, ,d a b d a cα α< 。由此可说明

定理 3.1 中的区间数距离是符合直觉的。 
根据定理 2.1 可知，运用区间数距离构造模糊数距离是合理且可行的。下面基于定理 3.1 中的改进型

区间数距离，利用 [ ]0,1 区间上的一个连续正加权函数 ( )f λ 构造了一种模糊数距离，并且两模糊数 λ -截
之间的距离对模糊数距离的权重影响随着 λ 增大而加强，还给出了其重要性质。 

定理 3.2 对任意模糊数 ( ),A B∈  ，记它们的 λ -截分别为 ( ) ( ),A A Aλ λ λ =  ， ( ) ( ),B B Bλ λ λ =  ， 

[ ]0,1λ∀ ∈ 定义 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
1

, , ,0 0

1
, , d d pp

p f pD A B d A B f fα α λ λ λ λ λ λ= ×∫ ∫ ，其中 ( ) ( )( ), ,, ,
pp

p pd A B d A Bα λ λ α λ λ= ， 

( )f λ 是 [ ]0,1 区间上的连续正加权函数，则 ( ), , ,p fD A Bα 是模糊数 A 与 B 之间的距离。此时称 ( ), , ,p fD A Bα

为模糊数 A 与 B 之间的 ( ), ,p fα -距离。 
证明 非负性、严格正性、对称性均由 , ,p fD α 的定义可直接证得。下只需证其满足三角不等式。 
对任意模糊数 ( ), ,A B C∈  ，由定理 2.1 的证明可知 

( ) ( ) ( ) [ ], , ,, , , , 0,1p p pd A C d A B d B Cα λ λ α λ λ α λ λ λ≤ + ∀ ∈  

所以 ( ) ( ) ( ) [ ], , ,, , , , 0,1p p p
p p pd A C d A B d B Cα λ λ α λ λ α λ λ λ≤ + ∀ ∈ 。 

又由 ( )f λ 是 [ ]0,1 区间上的一个连续的正函数， 
可得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ], , ,, , , , 0,1p p p

p p pd A C f d A B f d B C fα λ λ α λ λ α λ λλ λ λ λ× ≤ × + × ∀ ∈ ， 

所以 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

11

, ,, 00
, ,

0 0

1 1

, ,0 0
,

11

1 1

1 1

, ,1 1 ,

0 0

, , d, d
,

d d

, d , d
, ,

d d

pp ppp
p pp

p f

p pp p
p p

p f p f

d A B f d B C fd A C f
D A C

f f

d A B f d B C f
D A B D B

f f

α λ λ α λ λα λ λ
α

α λ λ α λ λ
α α

λ λ λλ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

    × + ××      = ≤   
      

   × ×   ≤ + = +   
      

∫∫
∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫

( )C
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证毕。 
特别地，当 2p = 时，令 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )F A A B Bλ λ λ λ λ= − − − ， ( ) ( ) ( )G A Bλ λ λ= − ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1
22 21 1

2, , 0 0

1 2, d d
2 1 1fD A B F F G G f fα λ λ λ λ λ λ λ λ
α α

  = + + ×   + +  
∫ ∫ 。 

命题 3.5 假设 , ,p fD α 是由定理 3.2 所定义的模糊数距离，则对任意模糊数 ( ), ,A B C∈  ，有 

( ) ( ), , , ,, ,p f p fD A C B C D A Bα α+ + = 。 

证明 由模糊数的加法运算法则和定理 3.2 可直接得到。证毕。 
命题 3.6 假设 , ,p fD α 是由定理 3.2 所定义的模糊数距离，则对任意模糊数 ( ),A B∈  ， k∈，有 

( )
( )
( )

, ,
, ,

, ,

, , 0
,

, , 0
p f

p f
p f

kD A B k
D kA kB

kD A B k
α

α
α

≥= 
− − − <

 

证明 由模糊数的数乘运算法则和定理 3.2 可直接得到。证毕。 
命题 3.7 假设 , ,p fD α 是由定理 3.2 所定义的模糊数距离，则当 ,A B 是实数时，有 ( ), , ,p fD A B A Bα = − ；

当 ,A B 是区间数，有 ( ) ( ), , ,, ,p f pD A B d A Bα α= 。 
证明 当 ,A B 是实数时，有 A Aλ = ，B Bλ = ， [ ] 0,1λ∀ ∈ ，由命题 2.3 和定理 2.2 可得， ( ), , ,p fD A B A Bα = − 。 
当 ,A B 是区间数时，也有 A Aλ = ， B Bλ = ， [ ] 0,1λ∀ ∈ 。 

所以 ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )1 1
1

, , , ,0 0
, , d d ,pp

p f p pD A B d A B f f d A Bα α αλ λ λ λ= × =∫ ∫ ， 

证毕。 
命题 3.8 假设 , ,p fD α 是由定理 3.2 所定义的模糊数距离，A 是任一模糊数， 1 2,k k 是任意实数，则 

当 ( )1 2k k inf suppA< < 时，有 ( ) ( ), , 1 , , 2, ,p f p fD A k D A kα α> ；当 ( ) 1 2sup suppA k k< < 时，有 
( ) ( ), , 1 , , 2, ,p f p fD A k D A kα α< 。 

证明 因为 1 2,k k ∈，所以 1 1k kλ = ， 2 2k kλ = ， [ ]0,1λ∀ ∈ 。 
由定理 3.2 可得 

( )
( ) ( )

( )

1

, 10
, , 1

0

1

1

, d
,

d

pp
p

p f

d A k f
D A k

f
α λ

α

λ λ

λ λ

 × =  
  

∫
∫

， ( )
( ) ( )

( )

1

, 20
, , 2

0

1

1

, d
,

d

pp
p

p f

d A k f
D A k

f
α λ

α

λ λ

λ λ

 × =  
  

∫
∫

。 

因为 ( )1 2k k inf suppA< < ，所以利用命题 3.4 可得， ( ) ( ), 1 , 2, ,p p
p pd A k d A kα λ α λ< 。 

故有 ( ) ( ), , 1 , , 2, ,p f p fD A k D A kα α> 。 
当 ( ) 1 2sup suppA k k< < 时，同理可证得 ( ) ( ), , 1 , , 2, ,p f p fD A k D A kα α< 。证毕。 

4. 基于模糊数 ( )p f, ,α -距离的模糊数排序 

模糊数的排序是模糊算法中的一个基本问题。本节将利用第 3 节提出的模糊数 ( ), ,p fα -距离，实现

对模糊数的排序。下面假设表示一给定非空有限模糊数子集。 
定义 4.1 [16] 设 L 是一模糊数，如果对任意 A∈ ，都有 ( ) ( )sup suppL inf suppA≤ ，则称模糊数 L

为的一下界(lower horizon)。 
定义 4.2 [16] 设 U 是一模糊数，如果对任意 A∈ ，都有 ( ) ( )inf suppU sup suppA≥ ，则称模糊数 U

为的一上界(upper horizon)。 
下面基于定理 3.2 提出模糊数之间的 ( ), ,p fα -距离，构造模糊数排序函数，进而实现模糊数的排序。 
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定义 4.3 设 L 是的一取定下界，当 , ,p fα 取定时，定义 :LR → ， ( ) ( ), , ,L p fR A D A Lα= ，A∈ ， 

其中 ( )
( ) ( )

( )

1

,0
, ,

0

1

1

, d
,

d

pp
p

p f

d A L f
D A L

f
α λ λ

α

λ λ

λ λ

 × =  
  

∫
∫

。 

定义 4.4 设 U 是的一取定上界，当 , ,p fα 取定时，定义 :UR → ， ( ) ( ), , ,U p fR A D A Uα= − ，A∈ ， 

其中 ( )
( ) ( )

( )

1

,0
, ,

0

1

1

, d
,

d

pp
p

p f

d A U f
D A U

f
α λ λ

α

λ λ

λ λ

 × =  
  

∫
∫

。 

也可以根据决策者的偏好，综合考虑 ( ), , ,p fD A Lα 与 ( ), , ,p fD A Uα ，定义 
:R → ， ( ) ( ) ( )1 , , 2 , ,, ,p f p fR A D A L D A Uα αβ β= − ， 1 2, 0β β ≥ ， A∈ 。当 1 21, 0β β= = 时，R 退化

为 LR ；当 1 20, 1β β= = 时，R 退化为 UR 。 
因此，对任意模糊数 ,A B∈的排序定义如下： 

( ) ( )RA B R A R B⇔ > ； 

( ) ( )RA B R A R B⇔ < ； 

( ) ( )RA B R A R B∼ ⇔ = ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R R RA B A B A B R A R B R A R B R A R B⇔ ∼ ⇔ > = ⇔ ≥ 或 或 ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R R RA B A B A B R A R B R A R B R A R B⇔ ∼ ⇔ < = ⇔ ≤ 或 或 。 

下面主要探讨前面提出的模糊数排序方法是否具备 Wang 和 Kerre 在文献[17]中提出的模糊数排序性

质。 
定理 4.1 设 L 和 U 分别是关于的取定下界和上界，对任意 A∈ ，定义 

( ) ( ) ( )1 , , 2 , ,, ,p f p fR A D A L D A Uα αβ β= −  ( 1 2, 0β β ≥ ，为决策者的偏好度)，有以下结论成立： 
(1) 对任意 A∈ ，有 RA A ； 
(2) 对任意 ,A B∈，若 RA B 且 RB A ，则有 RA B∼ ； 
(3) 对任意 , ,A B C∈，若 RA B 且 RB C ，则有 RA C ； 
(4) 对任意 ,A B∈，若 ( ) ( )inf suppA sup suppB≥ ，则有 RA B 。 
证明 (1)~(3)由排序的定义即可得证。下面只需证明(4)。 
(4)：因为 ( ) ( )inf suppA sup suppB≥ ，所以 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ], 0,1A A B Bλ λ λ λ λ≥ ≥ ≥ ∀ ∈ 。 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )A A A x B B B xα αλ λ λ λ λ λ+ − ≥ + − ， [ ] [ ]0,1 , 0,1 , 0xλ α∀ ∈ ∈ > 。 

所以 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 0

A A A x L L L x

B B B x L L L x

α α

α α

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

  + − − + −  
  − + − − + − ≥  

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 0

A A A x U U U x

B B B x U U U x

α α

α α

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

  + − − + −  
  − + − − + − ≤  

 

故有 ( ) ( ), ,, ,p p
p pd A L d B Lα λ λ α λ λ≥ ， ( ) ( ), ,, ,p p

p pd A U d B Uα λ λ α λ λ≤ ， [ ]0,1λ∀ ∈ 。 
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又由 ( )f λ 是 [ ]0,1 区间上的一个连续的正函数可得 

( ) ( ), , , ,, ,p f p fD A L D B Lα α≥ ， ( ) ( ), , , ,, ,p f p fD A U D B Uα α≤  

所以有 ( ) ( ) ( ) ( )1 , , 2 , , 1 , , 2 , ,, , , ,p f p f p f p fD A L D A U D B L D B Uα α α αβ β β β− ≥ − ，即有 RA B 。 
证毕。 
由于上述排序方法与 ( )L U 的选择有关，这里并不考虑[17]中提到的第 5 条性质，只将第 6，7 条性

质分别弱化为如下定理的(1)和(2)。 
定理 4.2 设 ,A B 是任意两模糊数，L 和 U 分别是{ },A B 的取定下界和上界，对任意 { },X A B∈ ，定

义 ( ) ( ) ( )1 , , 2 , ,, ,p f p fR X D X L D X Uα αβ β= −  ( 1 2, 0β β ≥ )，有以下结论成立： 
(1) 如果在{ },A B 上有 RA B ，则在{ },A C B C+ + 上有 R CA C B C++ + ，其中 C 是任一模糊数，

( )( ) ( ) ( )1 , , 2 , ,, ,p f p fR C Y D Y L C D Y U Cα αβ β+ + − + ， { },Y A C B C∈ + + 。 
(2) 如果在{ },A B 上有 RA B ，则在{ },kA kB 上有 kRkA kB ，其中 k∈， 0k ≥ ， 

( )( ) ( ) ( )1 , , 2 , ,, ,p f p fkR Y D Y kL D Y kUα αβ β− ， { },Y kA kB∈ 。 
证明 由命题 3.5 和命题 3.6 即可得证。证毕。 

5. 示例 

为简便起见，下面只讨论当取 2p = ， 0.5,1,2α = ， 0L = ， ( ) 2, ,f λ λ λ λ= 时，一些模糊数集在 LR
下的排序情况。设有梯形模糊数 ( )1 1 1 1, , ,A a b c d= ，令 1 1r d a= − ， 1 1 1 1s a b c d= − + − ， 1 1t b a= − ，此时梯形

模糊数 A 对应的 ( )LR A 为 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

1 1
1 12 2

1 10 0 0 0
, , ( ) 1 1

0 0

2 21 1
d d d d

d d
L f

r s x a t x f r s x a t f x
R A

f f

α α

α λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

   + + + × + + + ×   =    
      

=∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫

。 

例 5.1 [2] 设有两模糊数 A 和 B，其隶属函数分别为： 

( )

1,1 2
5 , 2 5

3
0,

x x
xA x x

− ≤ ≤
 −= ≤ ≤

 其它

， ( )

( )

( )

2

2

1 2 ,1 2

11 2 , 2 4
4

0,

x x

B x x x

 − − ≤ ≤
=  − − ≤ ≤


 其它

 

试对其进行排序，对应隶属函数图如图 2 所示。 
(1) 通过 Liou 和 Wang 的排序方法[2]，当应用不同的乐观指数α 时，对同一问题将产生不同的排序。 
如：对于乐观决策者 ( )1α = ，有 B A ；对于中立决策者 ( )0.5α = ，有 A B ；对于悲观决策者 ( )0α = ，

有 A B ； 
(2) 通过 De Hierro 和 Roldán C 等人提出的排序方法[10]，可得 A B ； 
(3) 通过 Chu 和 Tsao 提出的排序方法[18]，可得 A B ； 
(4) 通过使用本文提出的方法，对α 取不同的值时，可得出不同的排序： 
当 0.5α = 时，有 B A ；当 1α = 时，有 B A ；当 2α = 时，有 A B 。 
当然，当权重函数 ( )f λ ，L 改变时，本方法得到的排序结果也可能改变。 
例 5.2 [19] 给出以下 4 组模糊数(如图 3 所示)，利用本文所提出的排序方法对其进行比较，并将所得

结果与其它排序方法所得结果进行对比分析(如表 1 所示)。 
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Figure 2. Images of membership functions of fuzzy numbers A 
and B 
图 2. 模糊数 A 和 B 的隶属函数图像 

 

 
Figure 3. Images of membership functions corresponding to the four sets of 
fuzzy numbers 
图 3. 四组模糊数集分别对应的隶属函数图像 

 
Table 1. Ranking results obtained by other methods 
表 1. 由其它方法得到的排序结果 

 (1) (2) (3) (4) 

Yao 和 Wu [19] A B C   A B C   A C B   ~A B C  

Yager [1] A B C   A B C   A B C   A B C   

Abbasbandy 和 Asady [20] ( 2p = ) A B C   A B C   A C B   A B C   
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续表 

Asady 和 Zendehnam [21] A B C   A B C   A C B   ~A B C  

Ezzati 和 Allahviranloo [22] A B C   A B C   A C B   B A C   

Aguilar-Peña 等人[23] A B C   A B C   A C B   A B C   

 
(1) ( )0.4,0.5,1A = ， ( )0.4,0.7,1B = ， ( )0.4,0.9,1C = ； 
(2) ( )0.3,0.4,0.7,0.9A = ， ( )0.3,0.7,0.9B = ， ( )0.5,0.7,0.9C = ； 
(3) ( )0.3,0.5,0.7A = ， ( )0.3,0.5,0.8,0.9B = ， ( )0.3,0.5,0.9C = ； 
(4) ( )0,0.4,0.7,0.8A = ， ( )0.2,0.5,0.9B = ， ( )0.1,0.6,0.8C = 。 
下面利用本文所提出的排序方法，考虑取 2p = ， 0.5,1,2α = ， 0L = ， ( ) 2, ,f λ λ λ λ= ，分别对如

上四组模糊数集进行排序，排序结果如下。 
对于(1)组所给模糊数，利用排序指标计算公式以及计算工具可得到如下结果： 

( )
( )

1
1 2

0 0
1, ,

0

21
0.6 0.4 0.4 0.1 d d 0.7069, 0.5

0.6496, 1  
0.5907,d 2

L

x x
R A

α

α λ

α
α
α

λ λ λ λ

λ λ

 − + + × = 

=
= =
 =


  

∫ ∫
∫

， 

( )
( )

1
1 2

0 0
, , 1

0

21
0.6 0.4 0.4 0.1 d d 0.6948, 0.5

0.6416, 1  
0.5870,d 2

L

x x
R A

α

α λ

α
α
α

λ λ λ λ

λ λ

 − + + × = 

=
= =
 =


  

∫ ∫
∫

， 

( )
( )

2

1
1 22
0 0

1, , 2

2

0

1 0.6797, 0.5
0.6317, 1  
0.5824, 2

0.6 0.4 0.4 0.1 d d

dL

x x
R A

α

α λ

αλ λ

α

λ λ

λ λ
α

 − + + × = 

=
= =
 = 


 

∫ ∫
∫

， 

同理可得 

( ) ( )

( ) 2

, ,
0.7435 0.7360 0.7266
 0.7049  0.7036  0.7021
0.6660 0.6711 0.677

\
0.5
1
2 6

L f

f

R Bα λ

α λ λ λ λ 
 
 =  
 
  

， ( ) ( )

( ) 2

, ,
0.8631  0.8689 0.8764
0.8258 0.8377 0.8526
0.7886 0.8064 0.

\
0.5

2 0
1

829

L f C

f

R α λ

α λ λ λ λ 
 
 =  
 
  

。 

故利用本文所提出的排序方法，第(1)组模糊数的排序结果恒为 A B C  。 
同理，对于(2)组所给模糊数，利用排序指标计算公式以及计算工具可得第(2)组模糊数的排序结果恒

为 A B C  ；对于(3)组所给模糊数，利用排序指标计算公式以及计算工具可得第(3)组模糊数的排序结

果恒为 A C B  ；对于(4)组所给模糊数，利用排序指标计算公式以及计算工具可得第(4)组模糊数的排

序结果为： 
当 ( )f λ λ= 时，有 ( )0.5B A C α =  ， ( )1A B C α =  ， ( )2A B C α =  ； 
当 ( )f λ λ= 时，有 ( )0.5B A C α =  ， ( )1A B C α =  ， ( )2A B C α =  ； 
当 ( ) 2f λ λ= 时，有 ( )0.5B A C α =  ， ( )1B A C α =  ， ( )2A B C α =  。 
运用其它模糊数排序方法可得到上述四组模糊数集的排序结果如表 1 所示。 
通过上述示例，可以说明本文所提出的模糊数排序方法是可行的。同时，在实际应用中，决策者可

以根据实际情况和偏好，选取不同的 ( ) 1 2, , , ,, ,p L U fα λ β β ，对模糊数的排序赋予不同的重视程度，从而
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得到更具个性化和广泛适用性的排序结果。 

6. 结束语 

本文基于加权函数 ( ) 0xα α > 所建立的区间数及模糊数之间的含参距离，结合所选定参考模糊数建立

了排序指标，设计出了一种模糊数排序新方法。该方法不仅可对所有类型的模糊数进行比较排序，还能

有效体现决策者的个性化偏好，但由于区间数中对应点对区间数距离的影响程度是受α 控制的，故其并

不能很好的展现决策者的态度。未来，可考虑引入一般的加权函数 ( )w x ，进一步改进区间数、模糊数距

离，进而提出更一般化的模糊数排序方法，更好地体现决策者的态度。也可以考虑结合计算机科学、逻

辑学等领域的研究成果，探讨出更准确可靠的模糊数排序方法，为解决现实世界中的复杂决策问题提供

更加有力的理论支持和技术工具。 
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