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摘  要 

本文引入了强半-Gorenstein AC-投射模和R-模的强半-Gorenstein AC-投射维数，并且研究了它们的一些

性质。 
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Abstract 
The paper introduces strongly semi-Gorenstein AC-projective modules and the strongly semi- 
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1. 引言 

Gorenstein 同调代数起源于 20 世纪 60 年代，是由 Auslander 和 Bridger 等的相关研究成果发展而来

的。为进一步研究有限生成模的性质，Auslander 等[1]在双边诺特环上引入了 G-维数的概念，这种维数

是投射维数的细化。1995 年，Enochs 等[2]在任意结合环 R 上引入了 Gorenstein 投射模的概念，自此

Gorenstein 同调理论的研究引起了学者们的广泛关注。作为 Gorenstein 投射模的特殊情况，2009 年，Ding
等[3]引入了强 Gorenstein-平坦模的概念。2010 年，Gillespie 在文献[4]中将强 Gorenstein-平坦模和

Gorenstein FP-内射模分别命名为 Ding 投射模和 Ding 内射模。为了研究一般环上的稳定模范畴，2014 年，

Bravo 等[5]利用超有限表示模引入了 level 模，进而又利用 level 模引入了 Gorenstein AC-投射模，并且讨

论了 Gorenstein AC-投射模的一些性质及其模型结构。二十世纪末，Enochs 等在文献[6]中将 Gorenstein
投射(内射)模的概念推广到复形范畴。此后，越来越多的学者对 Gorenstein 投射(内射)复形的性质作了进

一步的研究。 
为了研究 Gorenstein 同调猜想(即所有的 Gorenstein 投射模都是 Gorenstein 平坦模)，Šaroch 等在文献

[7]中引入了投射余可解的 Gorenstein 平坦模(简称 PGF-模)的概念。即称 R-模 M 是 PGF-模，如果存在投

射 R-模的正合序列 1 0 1P P P−→ → → → ，使得 ( )0 1M Ker P P−≅ → ，且对任意内射右 R-模 I， RI ⊗ -保
持正合。Iacob 则在文献[8]中进一步研究了 PGF-模的性质。 

2020 年，Ringel 等[9]引入了半-Gorenstein 投射模的概念，即称有限生成 R-模 M 是半-Gorenstein 投

射模，如果对任意的 1i ≥ ，有 ( )Ext , 0i
R M R = ，他们研究了半-Gorenstein 投射模的性质，并且给出了

Gorenstein 投射模和半-Gorenstein 投射模之间的关系。2021 年，白等[10]在一般环上引入了强半-Gorenstein
投射模的概念，即称 R-模 M 是强半-Gorenstein 投射模，如果对任意的 1i ≥ 及任意的投射 R-模 P，有

( )Ext , 0i
R M P = ，并且给出了投射余可解的 Gorenstein 平坦模与强半-Gorenstein 投射模之间的关系。 
受以上工作的启发，本文引入并研究了强半-Gorenstein AC-投射模和 R-模的强半-Gorenstein AC-投射

维数，并且研究了它们的一些性质。后续将在此基础上讨论强半-Gorenstein AC-投射模和 Gorenstein 同调

模之间的关系，并且在特殊环上构造出一个完备并且遗传的余挠对，从而讨论其稳定性。本文所讨论的

环均为有单位元的结合环，如果没有特别声明，模都表示左 R-模，我们用 Prj 表示所有投射 R-模构成的

类，Prj 表示所有投射维数有限的 R-模构成的类， ( )Rpd M 表示 R-模 M 的投射维数， ( )RGpd M 表示 R-模
M 的 Gorenstein 投射维数。 

2. 预备知识 

下面给出本文所需要的一些基本概念。 

定义 1.1 [5]称 R-模 M 是超有限表示模，如果 M 具有有限生成投射模的投射分解。 
定义 1.2 [5]称 R-模 L 是 level 模，如果对任意的超有限表示右 R-模 M，有 ( )1Tor , 0R M L = 。 
定义 1.3 [11]设 M 是 R-模。M 的 level 维数定义为 ( ) {-dimev nfl |iR M n= ∈ 存在左 R-模的正合列

1 1 00 0n nL L L L M−→ → → → → → → ，其中 ( )0iL i n≤ ≤ 是 level 左 R-模 }。 
我们用 ld 表示所有 level 维数有限的 R-模构成的类。 
定义 1.4 [12]设X 是 R-模类。称X 是投射可解的，如果 X 包含投射 R-模类，且对任意正合列 

0 0X X X′ ′′→ → → → ，其中 X ′′∈X ，都有 X ′∈X 当且仅当 X ∈X 。 

3. 强半-Gorenstein AC-投射模 

在这一节中，我们引入并研究了强半-Gorenstein AC-投射模，并且讨论了强半-Gorenstein AC-投射模

与投射维数有限的模之间的关系。 
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定义 2.1 称 R-模 M 是强半-Gorenstein AC-投射模，如果对任意的 1i ≥ 及任意的 level 左 R-模 L，有

( )Ext , 0i
R M L = 。 
我们用 ACSSG P 表示所有强半-Gorenstein AC-投射 R-模构成的类。 
注记 2.2 强半-Gorenstein AC-投射模是强半-Gorenstein-投射模。 
命题 2.3 设 R 是任意环。则 R-模 M 是强半-Gorenstein AC-投射模当且仅当对任意的 level 维数有限

的 R-模 N 及任意的 1i ≥ ，有 ( )Ext , 0i
R M N = 。 

证明 “⇒”设 ACM SSG P∈ 。则对任意的 level左R-模L及任意的 1i ≥ ，有 ( )Ext , 0i
R M L = ，任取 N ld∈ ，

下证对任意的 1i ≥ ，有 ( )Ext , 0i
R M N = 。不妨设 ( )-dilev mR N n= 。则存在正合序列 

 
1 01

1 00 0
nf ff

n nL L L N
−

−→ → → → → → ，其中每个 iL 是 level 左 R-模。设 ( )1Keri iK f −= 。由长正合列引理知，

存在正合列 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 1 0Ext , Ext , Ext , Ext ,i i i i

R R R RM L M N M K M L+ +→ → → 。因为 ACM SSG P∈ ，所以对任意

的 1i ≥ ，有 ( )0Ext , 0i
R M L = 。因此， ( ) ( )1

1Ext , Ext ,i i
R RM N M K+≅ 。重复以上过程，对任意的 1i ≥ ，有

( ) ( )Ext , Ext , 0i i n
R R nM N M L+≅ = 。 

“⇐”显然成立。 

命题 2.4 设 R 是任意环。则 

ACSSG P Prj Prj∩ = 。 

证明 “⊆”设 

ACK SSG P Prj∈ ∩ 。则 ACK SSG P∈ 且 K Prj∈ 。下证 K Prj∈ 。考虑正合列 

0 0K P K′→ → → → ，其中 P Prj∈ 。因为 K Prj∈ ，所以 K Prj′∈ 。因此， K ld′∈ 。由命题 2.3 可知，

( )1Ext , 0R K K ′ = 。则上述正合列可裂，即 P K K ′≅ ⊕ 。又因为投射模关于直和项封闭，所以 K Prj∈ 。 

“⊇”显然成立。 
命题 2.5 设 R 是任意环。则 ACSSG P 是投射可解的，并且强半-Gorenstein AC-投射模关于直和与直和

项封闭。 
证明 显然 ACPrj SSG P⊆ 。考虑 R-模的正合列 0 0A B C→ → → → ，其中 ACC SSG P∈ 。设 ACA SSG P∈ ，

下证 ACB SSG P∈ 。对任意的 level 左 R-模 L，由长正合列引理知，存在正合列 

( ) ( ) ( )Ext , Ext , Ext ,i i i
R R RC L B L A L→ → 。因为 ACC SSG P∈ ， ACA SSG P∈ ，所以对任意的 1i ≥ ，有 

( ) ( )Ext , 0 Ext ,i i
R RC L A L= = 。因此，对任意的 1i ≥ ，有 ( )Ext , 0i

R B L = ，故 ACB SSG P∈ 。设 ACB SSG P∈ ，

下证 ACA SSG P∈ 。对任意的 level 左 R-模 L，由长正合列引理知，存在正合列 

( ) ( ) ( )1Ext , Ext , Ext ,i i i
R R RB L A L C L+→ → 。又因为 ACC SSG P∈ ， ACB SSG P∈ ，所以对任意的 1i ≥ ，有 

( ) ( )1Ext , 0 Ext ,i i
R RC L B L+ = = 。因此，对任意的 1i ≥ ，有 ( )Ext , 0i

R A L = ，故 ACA SSG P∈ 。因此， ACSSG P 是

投射可解的。 
设{ }|iM i I∈ 是一簇强半-Gorenstein AC-投射模。则对任意的 level 左 R-模 L 及任意的 1i ≥ ，有 

( ) ( )Ext , Ext , 0i i
R i R ii Ii I

M L M L
∈∈

⊕ ≅ Π = ，故 i ACi I
M SSG P

∈
⊕ ∈ ，即强半-Gorenstein AC-投射模关于直和封闭。而

由文献[13]中的命题 1.4 可知，强半 Gorenstein AC-投射模关于直和项封闭。 
命题 2.6 设 0 0G G M′→ → → → 是 R-模的正合列，其中 G 和G′是强半-Gorenstein AC-投射模。若

对任意的 level 左 R-模 L，有 ( )1Ext , 0R M L = ，则 M 是强半-Gorenstein AC-投射模。 
证明 设 L 是任意的 level 左 R-模。由长正合列引理知，存在正合列 ( ) ( )1Ext , Ext ,i i

R RG L M L− ′ →

( )Ext ,i
R G L→ ，其中 2i ≥ 。因为 ACG SSG P′∈ ， ACG SSG P∈ ，所以对任意的 2i ≥ ，有 ( )1Ext ,i

R G L− ′ =

( )0 Ext ,i
R G L= 。因此，对任意的 2i ≥ ，有 ( )Ext , 0i

R M L = 。再由已知条件可知，对任意的 1i ≥ ，有 

( )Ext , 0i
R M L = 。故 M 是强半-Gorenstein AC-投射模。 
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引理2.7 设
1 01

1 00 0
nf ff

n nK G G M
−

−→ → → → → → 是R-模的正合列，其中 ( )0 1iG i n≤ ≤ − 是强半-Gorenstein 
AC-投射模。则对任意的 level 维数有限的 R-模 L 及任意的 1i ≥ ，有 ( ) ( )Ext , Ext ,i i n

R n RK L M L+≅ 。 

证明 由维数转移可得。 

命题 2.8 设 1 00 0n nK G G M−→ → → → → → 和 1 00 0n nK G G M−′ ′ ′→ → → → → → 是 R-模的正合

列，其中每个 iG 和 iG′是强半-Gorenstein AC-投射模。则 nK 是强半-Gorenstein AC-投射模当且仅当 nK ′是

强半-Gorenstein AC-投射模。 

证明 由引理2.7可知，对任意的Level维数有限的R-模L及任意的 1i ≥ ，有 ( ) ( )Ext , Ext ,i i n
R n RK L M L+≅

和 ( ) ( )Ext , Ext ,i i n
R n RK L M L+′ ≅ 。因此，对任意的 Level 维数有限的 R-模 L 及任意的 1i ≥ ，有 

( ) ( )Ext , Ext ,i i
R n R nK L K L′ ≅ 。故由命题 2.3 可知， nK 是强半-Gorenstein AC-投射模当且仅当 nK ′是强半- 

Gorenstein AC-投射模。 

4. R-模的强半-Gorenstein AC-投射维数 

在这一节中，我们引入并研究了 R-模的强半-Gorenstein AC-投射维数。 

定义 3.1 设 M 是 R-模。M 的强半-Gorenstein AC-投射维数定义为： 

( ) {sup 0 |AC RSSG P pd M i− = ≥ 存在 level 维数有限的 R-模 L，使得 ( ) }Ext , 0i
R M L ≠ 。 

显然， ( ) 0AC RSSG P pd M− = 当且仅当 M 是强半-Gorenstein AC-投射模。 

命题 3.2 设 0 0K G M→ → → → 是 R-模的正合列，其中 G 是强半-Gorenstein AC-投射模。若 M 是

强半-Gorenstein AC-投射模，则 K 是强半-Gorenstein AC-投射模；否则 

( ) ( ) 1AC R AC RSSG P pd K SSG P pd M− = − − 。 
证明 若 ACM SSG P∈ ，由命题 2.5 知 ACK SSG P∈ 。若 ACM SSG P∉ ，则 ( ) 0AC RSSG P pd M− > 。当

( )AC RSSG P pd M− = ∞时，由引理 2.7 可知，结论成立。设 ( )AC RSSG P pd M n− = < ∞。则存在 level 维数

有限的 R-模 L，使得 ( ) ( )10 Ext , Ext ,n n
R RM L K L−≠ ≅ ，因此 ( ) 1AC RSSG P pd K n− ≥ − 。若 

( ) 1AC RSSG P pd K n− > − ，则由引理 2.7 可知， ( )AC RSSG P pd M n− > ，这与 ( )AC RSSG P pd M n− = 矛盾！

故 ( ) ( )1 1AC R AC RSSG P pd K n SSG P pd M− = − = − − 。 

定理 3.3 设 M 是 R-模， 0n ≥ 是整数。则以下等价： 

1) ( )AC RSSG P pd M n− ≤ ； 

2) 存在 R-模的正合列 1 00 0n nG G G M−→ → → → → → ，其中每个 iG 是强半-Gorenstein AC-投
射模； 

3) 对任意的 i n> 及任意的 level 维数有限的 R-模 L，有 ( )Ext , 0i
R M L = ； 

4) 对任意的 i n> 及任意的 level 左 R-模 Q，有 ( )Ext , 0i
R M Q = ； 

5) 对任意 R-模的正合列 1 00 0n nK G G M−→ → → → → → ，其中每个 iG 是强半-Gorenstein AC-投
射模，有 n ACK SSG P∈ 。 

证明 3) ⇒  4)、5) ⇒  2)显然成立。 

1) ⇒  2) 设 ( )AC RSSG P pd M n− ≤ 。则对 n 进行数学归纳。当 0n = 时， ACM SSG P∈ ，结论显然成

立。设 0n > 时，结论对 1n − 成立。考虑 R-模的正合列 00 0K G M→ → → → ，其中 0 ACG SSG P∈ 。由命

题 3.2 可知， ( ) ( ) 1 1AC R AC RSSG P pd K SSG P pd M n− = − − ≤ − 。再由归纳假设知，存在 R-模的正合列 

1 10 0n nG G G K−→ → → → → → ，其中每个 i ACG SSG P∈ 。因此，存在 R-模的正合列 

1 00 0n nG G G M−→ → → → → → ，其中每个 i ACG SSG P∈ 。 

2) ⇒  3) 设 1 00 0n nG G G M−→ → → → → → 是 R-模的正合列，其中 i ACG SSG P∈  ( 0 i n≤ ≤ )。由

引理 2.7 可知，对任意的 i n> 及任意的 level 维数有限的 R-模 L，有 ( )Ext ,i
R M L  ( )Ext , 0i n

R nG L−≅ = 。 
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4) ⇒  5) 考虑 R-模的正合列
1 01

1 00 0
nf ff

n nK G G M
−

−→ → → → → → ，其中每个 i ACG SSG P∈ 。由引理 2.7

和条件 4)可知，对任意 level 左R-模 Q及任意的 1i ≥ ，有 ( ) ( )Ext , Ext , 0i i n
R n RK Q M Q+≅ ≅ 。故 n ACK SSG P∈ 。 

2) ⇒  1) 设
01

1 00 0
ff

n nG G G M−→ → → → → → 是 R-模的正合列，其中 i ACG SSG P∈  ( 0 i n≤ ≤ )。对

n 进行数学归纳。当 0n = 时， ACM SSG P∈ ，结论显然成立。设 0n > 时，结论对 1n − 成立。令 ( )0KerK f= ，

则有 R-模的正合列 00 0K G M→ → → → 和 1 10 0n nG G G K−→ → → → → → ，由归纳假设得 

( ) 1AC RSSG P pd K n− ≤ − 。若 ACM SSG P∈ ，则结论显然成立。若 ACM SSG P∉ ，则由命题 3.2 可知， 

( ) ( ) 1 1 1AC R AC RSSG P pd M SSG P pd K n n− = − + ≤ − + = 。 
命题 3.4 设{ }|Mλ λ ∈Λ 是一簇 R-模。则 ( ) ( ){ }sup |AC R AC RSSG P pd M SSG P pd Mλ λ λ− ⊕ = − ∈Λ 。 

证明 “≤”设 ( ){ }sup |AC RSSG P pd M nλ λ− ∈Λ = < ∞。则对任意的λ∈Λ ，都有 ( )AC RSSG P pd M nλ− ≤ 。

由定理 3.3-2)可知，存在正合列
0

0 0
n

G G Mλ λ λ→ → → → → ，其中
i ACG SSG Pλ ∈  ( 0 i n≤ ≤ )，即存在正

合列
0

0 0
n

G G Mλ λ λ→⊕ → →⊕ →⊕ → 。由命题 2.5 可知，
i ACG SSG Pλ⊕ ∈  ( 0 i n≤ ≤ )。因此，由定理

3.3-1)可知， ( )AC RSSG P pd M nλ− ⊕ ≤ 。 

“ ≥”下证对任意的 λ∈Λ ， ( ) ( )AC R AC RSSG P pd M SSG P pd Mλ λ− ≤ − ⊕ 。设 ( )AC RSSG P pd Mλ− ⊕  
m= < ∞。则由定理 3.3-3)可知，对任意的 i m> 及任意的 level 维数有限的 R-模 L，有 

( ) ( )Ext , Ext , 0i i
R RM L M Lλ λΠ ≅ ⊕ = ，因此 ( )Ext , 0i

R M Lλ = 。故由定理 3.3-1)可知， ( )AC RSSG P pd M mλ− ≤ 。 
命题 3.5 设 R 是左诺特环，M 是有限生成 R-模，且 ( )AC RSSG P pd M m− ≤ 。则 M 有长度为 m 的由

有限生成强半-Gorenstein AC-投射模构成的强半-Gorenstein AC-投射分解。 
证明 因为 ( )AC RSSG P pd M m− ≤ ，所以由定理 3.3-2)可知，存在 R-模的正合列 10 m mG G −→ → →

0 0G M→ → → ，其中 i ACG SSG P∈  ( 0 i m≤ ≤ )。因为 R 是左诺特环，所以 M 是有限表示的。因此，

存在正合列 1 00 0K F M→ → → → ，其中 F0 是有限生成自由模，K1 是有限生成模。同理，对有限生成模

K1，存在正合列 2 1 10 0K F K→ → → → ，其中 F1 是有限生成自由模，K2 是有限生成模。按此方法进行下

去，则有正合列 1 1 00 0m mK F F F M−→ → → → → → → ，其中 iF 是有限生成自由模( 0 1i m≤ ≤ − )， mK
是有限生成模。因为有限生成自由模是投射模，投射模是强半 Gorenstein AC-投射模，所以 iF 是有限生

成的强半-Gorenstein AC-投射模。由命题 2.8 可知， m ACK SSG P∈ ，因此 mK 是有限生成的强半-Gorenstein 
AC-投射模。故 M 有长度为 m 的由有限生成强半-Gorenstein AC-投射模构成的强半-Gorenstein AC-投射

分解。 
命题 3.6 设 M 是 R-模。若 ( )Rpd M < ∞，则 ( ) ( ) ( )R R AC RGpd M pd M SSG P pd M= = − 。 

证明 由文献[13]中的命题 2.27 可知，若 ( )Rpd M < ∞ ，则 ( ) ( )R RGpd M pd M= 。因此，只需证

( ) ( )R AC Rpd M SSG P pd M= − 。因为 ACPrj SSG P⊆ ，所以 ( ) ( )AC R RSSG P pd M pd M− ≤ 。设 

( )AC RSSG P pd M n− = < ∞。取 M 的投射分解
1

1 2 0 0
nf

n n nP P P P M
−

− −→ → → → → → →  ，令 ( )1Ker nK f −= 。

则有正合列 1 00 0nK P P M−→ → → → → → 。因为 ( )AC RSSG P pd M n− = 且 ACPrj SSG P⊆ ，所以由定

理 3.3-5)可知， ACK SSG P∈ 。又因为 ( )Rpd M < ∞，所以 ( )Rpd K < ∞，即 K Prj∈ 。因此， 

ACK SSG P Prj∈ ∩ 。

又由命题 2.4 可知， K Prj∈ 。因此， ( )Rpd M n≤ 。故 ( ) ( )R AC Rpd M SSG P pd M≤ − 。 
命题 3.7 设 R 是环， 0 0M M M′ ′′→ → → → 是 R-模的正合列，则以下成立： 
1) 令 0n ≥ 且 ( )AC RSSG P pd M n′′− ≤ ，则 ( )AC RSSG P pd M n− ≤ 当且仅当 ( )AC RSSG P pd M n′− ≤ ，

并且有不等式 ( ) ( ) ( ){ }max ,AC R AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M SSG P pd M′ ′′− ≤ − − 和 

( ) ( ) ( ){ }max ,AC R AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M SSG P pd M′ ′′− ≤ − − 。 

2) 当 ( ) ( )AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M′ ′′− > − 或 ( ) ( )AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M ′′− > − 时，则有

( ) ( )AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M ′− = − 。 
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3) ( ) ( ) ( ){ }max , 1AC R AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M SSG P pd M′′ ′− ≤ − − + 。 

证明 1) 当 0n = 时，有 ACM SSG P′′∈ ，则由命题 2.5 知，M 是强半-Gorenstein AC-投射模当且仅当 M ′

是强半-Gorenstein AC-投射模。当 0n > 时，考虑 M ′和 M ′′的部分投射分解 
1 01

1 00 0
nf ff

nK P P M
−′ ′′

−′ ′ ′ ′→ → → → → → 和
1 01

1 00 0
nf ff

nK P P M
−′′ ′′′′

−′′ ′′ ′′ ′′→ → → → → → ，由马掌引理可得以下行列正合

的交换图： 

1 1 1

1 1 1

0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0

n n n

n n n n
f f f

f f f

f f f

K K K

P P P P

P P P P

M M M

− − −

− − − −
′ ′′

′ ′′

′ ′′

↓ ↓ ↓
′ ′′→ → → →

↓ ↓ ↓
′ ′ ′′ ′′→ → ⊕ → →

↓ ↓ ↓

↓ ↓ ↓
′ ′ ′′ ′′→ → ⊕ → →

↓ ↓ ↓
′ ′′→ → → →

↓ ↓ ↓

  

 

其中， ( )1Ker nK f −′ ′= ， ( )1Ker nK f −′′ ′′= ， ( )1Ker nK f −= 。因为 ( )AC RSSG P pd M n′′− ≤ ，所以由定理 3.3-5)
可知 ACK SSG P′′∈ 。则由命题 2.5 可知， ACK SSG P∈ 当且仅当 ACK SSG P′∈ 。故 ( )AC RSSG P pd M n− ≤ 当

且仅当 ( )AC RSSG P pd M n′− ≤ 。 
设 ( ) ( ){ }max ,AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M m′′− − = < ∞。则 ( )AC RSSG P pd M m− ≤ ， 

( )AC RSSG P pd M m′′− ≤ 。设 L 是 level 维数有限的 R-模。由长正合列引理知，则存在正合列 

( ) ( ) ( )1Ext , Ext , Ext ,i i i
R R RM L M L M L+′ ′′→ → ，其中 i m> 。由定理 3.3-3)可知，有 

( ) ( )1Ext , 0 Ext ,i i
R RM L M L+ ′′= = 。因此，对任意的 i m> ，有 ( )Ext , 0i

R M L′ = 。故由定理 3.3-1)可知，

( )AC RSSG P pd M m′− ≤ 。 
同理可证 ( ) ( ) ( ){ }max ,AC R AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M SSG P pd M′ ′′− ≤ − − 。 
2) 若 ( ) ( )AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M′ ′′− > − 。则由1)可知， ( ) ( )AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M ′− ≤ − 。

若 ( ) ( )AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M ′− < − ，则 ( ) ( ){max ,AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M′− > −  

( )}AC RSSG P pd M ′′− ，这与 1)中的事实相矛盾！故 ( ) ( )AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M ′− = − 。 
同理可证 ( ) ( )AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M ′′− > − 时， ( ) ( )AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M ′− = − 。 
3) 设 ( ) ( ){ }max ,AC R AC RSSG P pd M SSG P pd M m′− − = < ∞。则 ( )AC RSSG P pd M m′− ≤ ， 

( )AC RSSG P pd M m− ≤ 。设 L 是 level 维数有限的 R-模。由长正合列引理知，存在正合列 

( ) ( ) ( )1 1Ext , Ext , Ext ,i i i
R R RM L M L M L+ +′ ′′→ → ，其中 i m> 。则由定理 3.3-3)可知， 

( ) ( )1Ext , 0 Ext ,i i
R RM L M L+′′ = = ，因此对任意的 i m> ，有 ( )1Ext , 0i

R M L+ ′′ = 。故由定理 3.3-1)可知

( ) 1AC RSSG P pd M m′′− ≤ + 。 

4. 结论 

本文主要引入了强半-Gorenstein AC-投射模和 R-模的强半-Gorenstein AC-投射维数，并且研究了它们

的性质以及讨论了强半-Gorenstein AC-投射模和投射维数有限的模之间的关系。后续将在本文性质的基础
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上，讨论强半-Gorenstein AC-投射模和 Gorenstein 同调模之间的关系，并且在特殊环上构造出一个完备且

遗传的余挠对，从而讨论其稳定性。 
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