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摘  要 

本文首先研究了模糊Riesz空间上模糊线性算子的一些性质，其次讨论了具有模糊主投影性质的模糊

Riesz空间上任意两个模糊序有界线性算子的上确界和下确界的存在性，最后给出了模糊线性泛函是模糊

序有界的刻画。 
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Abstract 
In this paper, we first study some properties of fuzzy linear operators on fuzzy Riesz spaces. Se-
condly, we discuss the existence of supremum and infimum of any two fuzzy ordered bounded li-
near operators on fuzzy Riesz spaces with fuzzy principal projection properties. Finally, we give a 
characterization that fuzzy linear functionals are fuzzy ordered bounded. 
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1. 引言 

自 1965 年，Zadeh [1] [2]提出模糊集和模糊序的概念后，1992 年 Venugopalan [3]对模糊序进行了系

统的研究，引入了模糊偏序集的概念。此后，许多学者对模糊序和模糊关系进行了研究。 
在 Venugopalan 的基础上，Beg 等人对模糊序线性空间[4]，模糊 Riesz 空间[5]和σ -完备模糊 Riesz

空间[7]进行了研究。在[4]中引入了模糊序收敛的定义。他们还研究了模糊 Riesz 分解性质[5]。在[6]中，

引入了模糊 Archimedean 空间，并给出了模糊 Archimedean 空间的等价刻画。后来，Beg [7]讨论了σ -完
备模糊 Riesz 空间与模糊 Archimedean 空间之间的关系。1998 年，Beg [8]研究了模糊 Riesz 正线性算子的

扩张，证明了模糊 Riesz 空间上的 Hahn-Banach 定理。2015 年，Hong [9]在文献[4] [5] [6] [7]的基础上，

定义并研究了模糊 Riesz 子空间、模糊理想、模糊带、模糊带投影等概念。2018 年，Park [10]等人引入

和研究了模糊赋范 Riesz 空间，讨论了序列的一致有界性和收敛性，并在模糊 Banach Riesz 空间中验证了

格同态的 Hyers-Ulam 稳定性。2020 年，Iqbal 和 Bashir [11]给出了模糊 Riesz 同构的条件。2021 年，Guirao 
[12]等人研究了模糊 Riesz 空间上模糊正算子的相关性质，研究了所有模糊序有界线性泛函的相关性质，

并给出了模糊序对偶空间的定义。2022 年，Cheng [13]讨论了模糊向量空间中非空凸子集上模糊次线性

算子的延拓问题，并且研究了模糊 Riesz 空间上的模糊 Riesz 子空间上模糊正线性算子的延拓。 
本文的结构如下：在第二节中，我们给出了本文将要用到的一些定义和初步结果。第三节是本文的

主要结论，其中我们给出了具有模糊主投影性质的 Riesz 空间中线性算子的上确界和下确界的计算公式，

给出了模糊线性泛函的模糊序有界性的刻画。 

2. 预备知识 

定义 2.1 [2]假设 H 是论域。H 中的模糊关系如果满足以下条件： 
(i) 假设 k H∈ ，则 ( ), 1k kµ =  (自反性)； 

(ii) 假设 ,k l H∈ ，若 ( ) ( ), , 1k l l kµ µ+ > ，则 k l=  (反对称性)； 

(iii) 假设 ,k s H∈ ，则 ( ) ( ) ( ), , ,l Hk s k l l sµ µ µ∈≥ ∨ ∧    (传递性)。 

则称其为模糊偏序关系，其中 [ ]: 0,1H Hµ × → 是 H H× 的模糊子集的隶属函数。若集合 H 存在模糊

偏序关系 µ ，则称 H 是模糊偏序集。 
定义 2.2 [4]假设 H 是模糊偏序集，Q 是 H 的子集。则在 H 上 Q 的上界 ( )U Q 定义如下：  

( )( )
( )( )
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2
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同样地，则在 H 上 Q 的下界 ( )L Q 的定义如下： 
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若 ( )( ) 0U Q u > ，则记为 ( )u U Q∈ ，在此情况下，我们称 Q 是有上界的并且 u 是 Q 的上界。同样地，

若 ( )( ) 0L Q u > ，则记为 ( )u L Q∈ ，在此情况下，我们称 Q 是有下界的并且 u 是 Q 的下界。如果 Q 有上

界且有下界，则称 Q 有界。 
若元素 w H∈ 满足：(i) ( )w U Q∈ ，(ii)若 ( )v U Q∈ ，则 ( )v U w∈ ，则称 w 是 Q 的上确界，记作 supQ 。

同样地，若元素 w H∈ 满足：(i) ( )w L Q∈ ，(ii)若 ( )v L Q∈ ，则 ( )v L w∈ ，则称 w 是 Q 的下确界,记作 inf Q。 

定理 2.3 [4]设 H 是模糊偏序集。则对任意 ,u v H∈ ，下列等式成立： 
(i) (幂等性) u u u∧ = ， u u u∨ = ； 
(ii) (交换性) u v v u∧ = ∧ ， u v v u∨ = ∨ ； 
(iii) (吸收性) ( ) ( )u u v u u v u∧ ∨ = ∨ ∧ = ； 

(iv) (一致性) ( ) 1,
2

u vµ > 当且就当 u v u∧ = 当且仅当 u v v∨ = 。 

定义 2.4 [4]设 H 是模糊偏序集。若 H 的所有有限子集都有上确界和下确界，则称 H 是模糊格。若 H
的任意子集都有上确界和下确界，则 H 称为完备的模糊格。 

定义 2.5 [9]设 H 是模糊偏序集，H 中序列{ } Nn n
u

∈
，若对任意   ,n m ，当 n m≤ 时有 ( ) 1,

2n mu uµ > ，则

{ } Nn n
u

∈
是递增序列，记作 nu ↑。若 { }supn N nu u∈= 存在，则 nu u↑ ；同样地，可以定义 H 中的递减序列。

设 Q 是 H 的子集，用Q ↑表示 Q 是递增的，Q ↓表示 Q 是递减的。若Q ↑且 supu Q= ，则记为Q u↑ ，

同样若Q ↓且 infu Q= ，则记为Q u↓ 。 
定义 2.6 [4]设 H 是模糊偏序集，序列{ }nnu H

∈
∈



， u H∈ 。若存在 H 中的序列{ }nnv
∈

，{ }nnw
∈

，

满足： 

(i) 对所有的 n∈，都有 ( ) 1,
2n nv uµ > ， ( ) 1,

2n nu wµ > ； 

(ii) nv u↑ 且 nw u↓ 。 
则称{ }nnu

∈
模糊序收敛于 u，记作 ( )nu u fo→ 。u 称为{ }nnu

∈
的模糊序极限，记作 ( ) limn nu fo u= − 。 

定义 2.7 [4]设 H 是(实)线性空间。若 H 中存在模糊偏序关系 µ ，使得向量结构和模糊偏序结构兼容，

即对任意 1 2,k k H∈ 下列条件成立： 

(i) 对任意 k H∈ ，若 ( )1 2
1,
2

k kµ > ，则 ( ) ( )1 2 1 2, ,µ k k k k k kµ≤ + + ； 

(ii) 对任意 0 Rα< ∈ ，若 ( )1 2
1,
2

k kµ > ，则 ( ) ( )1 2 1 2, ,µ k k k kµ α α≤ 。 

则称 ( ),H µ 是模糊序线性空间。 

定义 2.8 [5]设 ( ),H µ 是模糊序线性空间。若 ( ),H µ 也是模糊格，则 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间。 

命题 2.9 [5]设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间，则对任意 1 2,u u H∈ ，有 1 2 1 2 1 2u u u u u u+ = ∨ + ∧ 。 

定义 2.10 [9]设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间。H 中所有正元素组成的集合称为 H 的正部，记为 H + ，即 

( ) 1| 0,
2

H u H uµ+  = ∈ > 
 

. 

定义 2.11 [9]设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间。 

(i) 若 ( ),H µ 的每个有上界的非空子集都有一个上确界，则称 ( ),H µ 是模糊 Dedekind 完备或模糊序

完备的。在这种情况下，我们也说 ( ),H µ 是模糊 Dedekind 完备 Riesz 空间。 

(ii) 若 ( ),H µ 的每个有上界或有下界的非空可数子集分别有一个上确界或下确界，则称 ( ),H µ 是模

糊 Dedekind σ -完备的。 
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定义 2.12 [9]假设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间，Q 是 H 的子空间，如果它满足以下两个条件： 

(i) u Q∈ 当且仅当 u Q∈ ； 

(ii) 对任意 v Q∈ ，且 ( ) 1,
2

u vµ > ，有 u Q∈ 。 

则 Q 是 H 的模糊理想。 
定义 2.13 [9]设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间，Q 是 H 的子集。H 中包含 Q 最小模糊理想被称为由 Q 生

成的模糊理想，记作 QA 。若 Q 是单元集，即 { }Q u=  (其中 u H∈ )，则 QA 常写为 uA ，并称 uA 为由元素

u 生成的模糊主理想。 
定义 2.14 [9]设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间，B 是 H 中的模糊理想。B 是模糊带当且仅当Q B⊂ 且

supu Q= 时，有 u B∈ 。设 Q 是 H 的子集。H 中包含 Q 最小模糊带被称为由 Q 生成的模糊带，记作 QB 。

若 Q 是单元集，即 { }Q u=  (其中  u H∈ )，则 QB 常写为 uB ，并称 uB 为由元素 u 生成的模糊主带。 

推论 2.15 [9]设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间， u H∈ 。则模糊主理想 uA 为 

( ) 1,| , 0
2uA vHv uµ λ λ = ∈ > ≥ 

 
. 

定义 2.16 [9]设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间，B 是 H 中的模糊带。如果 dH B B= ⊕ ，则称 B 为模糊投影带。 

定义 2.17 [9]设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间。对任意  u H∈ ，若由 u 生成的带是模糊投影带，则称 u 为

模糊投影向量。若 ( ),H µ 中每个元素都是模糊投影向量，则称 ( ),H µ 具有模糊主投影性质。 

设 B 是 ( ),H µ 中的模糊投影带。则对任意u H∈ 都有唯一分解 1 2u u u= +  (其中 1u B∈ ， 2
du B∈ )。因

此，由 ( ) 1BP u u= 定义的映射 :BP H H→ 是一个投影映射。 

定理 2.18 [9]设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间，若元素 u H∈ 是模糊投影向量当且仅当对于任意 v H∈ ，

集合 { }v n N
H v n u

∈
= ∧ 上确界存在，并且对任意 v H +∈ 有 ( ) { }sup supu v n N

P v H v n u
∈

= = ∧ 。 

定义 2.19 [11]设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间， ( )k Hλ λ∈Λ
∈ ， k H∈ 。若存在另一个向下为零的网

( )w Hλ λ
+

∈Γ
∈ ，且对每一个 γ ∈Γ都存在 0λ ∈Λ，使得当 0λ λ≥ 时， ( ),k k wλ γµ − 成立。则称 ( )kλ λ∈Λ

模糊

序收敛于 k，记作 ( )k k foλ → 。 

定义 2.20 [11]设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间，序列{ }nv H∈ ，v H +∈ 。若对任意   0ε > ，存在 ( )n ε ，使

得当 ( )n n ε> 时，有 ( ) 1,
2nv v uεµ − > ，则称{ }nv 模糊 u 一致收敛于 v，记作 ( )nv v fu un→ − 。并且 v 是

序列{ }n n
v

∈
的模糊 u 一致极限。 

定义 2.21 [14]设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间，序列{ }nv H∈ ，若存在u H∈ 满足条件 ( ) 10,
2

uµ > ，使得

( )nv v fu un→ − ，则{ }nv 模糊相对一致收敛于 v H∈ ，记作 ( )nv v f un→ − ，其中 u 称作模糊调控值。 

定义 2.22 [9]设 ( ),H µ ， ( ),L η 是模糊 Riesz 空间， ( ) ( ): , ,G H Lµ η→ 是线性算子。若 ( ) 10,
2

uµ > ，

有 ( )( ) 10,
2

G uη > ，则称 G 是模糊正算子。 

定义 2.23 [11]设 ( ),H µ ， ( ),L η 是两个模糊 Riesz 空间， ( ) ( ): , ,G H Lµ η→ 是正线性算子，则 

(i) 当C H⊆ 是模糊序有界时， ( )G C L⊆ 是模糊序有界的，称 G 是模糊序有界算子； 

(ii) 若在 H 中，可由 ( )0k foλ → 推得 ( ) ( )0G k foλ → ，称 G 是模糊序连续算子； 

(iii) 若在 H 中，可由 ( ) ( )0n n
k fo

∈
→



推得 ( ) ( )0n n
G k fo

∈
→



，称 G 是模糊σ -序连续算子。 
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3. 模糊 Riesz 空间上模糊线性泛函 

在本节中，我们的重点是讨论定义在两个模糊 Riesz 空间之间的模糊线性算子的各种性质。此外，

我们还给出了模糊线性泛函是模糊序有界的特征表述。 
引理  3.1 假设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间， [ ]wA 是由 w H +∈ 生成的模糊主理想。假设

[ ] ( ) 1: , , ,
2wQ u u A v H u vµ+ = ∈ ∈ > 

 
， { }: , 1,2,Q v nw v H n+′ = ∧ ∈ =  ，则 Q 与Q′有相同上界。 

证明:假设 u Q′∈ ，则 ( ) 1,
2

u nwµ > ， ( ) 1,
2

u vµ > ，即得 ( ) 1,
2

u v nwµ ∧ > ，所以 u Q∈ 。另一方面，假

设 u Q+∈ 满足 ( ) 1sup : , ,
2wu k k A k uµ = ∈ > 

 
。记 ( ) 1: , ,

2wS k k A k uµ = ∈ > 
 

，则 supu S= ，其中任何一个

k S +∈ 使得 ( ) 1,
2kk n wµ > 对某些 kn 成立。由 ( ) 1,

2
k vµ > ， ( ) 1,

2kk n wµ > 可知 ( ) 1,
2kk v n wµ ∧ > 。则Q′的任

一上界 s 是所有 k S∈ 的上界，即 ( ) 1,
2

k sµ > 。所以 s 也是 Q 的上界。因此，Q 和Q′有相同的上界。 

定理 3.2 设 ( ),H µ 模糊 Riesz 空间， ( ),L η 是模糊σ -完备的 Riesz 空间。设 ( ) ( ): , ,G H Lµ η→ 是模

糊正算子。则对任意 u H∈ ，有 ( ) ( ){ }max : 0G u S u S G+ = ≤ ≤ ， ( ) ( ){ }max :G S u Gu G S= − ≤ ≤ 。 

特别地，如果 ( ): ,H Rτ µ → 是模糊正线性泛函，则对任意 u H∈ ，有 ( ) ( ){ }max : 0u uτ ρ ρ τ+ = ≤ ≤ ，

( ) ( ){ }max :u uτ ρ τ ρ τ= − ≤ ≤ 。 

证明：令 u H∈ ，0 S G≤ ≤ ，则 ( ) ( )( ) 1,
2

S u S uη + > ， ( ) ( )( ) 1,
2

S u G uη + + > ，可得 ( ) ( )( ) 1,
2

S u G uη + > ，

所以 ( )G u+ 是集合 ( ){ }: 0S u S G≤ ≤ 的一个上界。为了证明 ( )G u+ 是这个集合的最大值，不妨假设
u

G + 是

G 对由 u+ 生成的模糊主理想的限制的最小正扩张。因为 ( ),L η 是模糊σ -完备的 Riesz 空间，则由引理 3.1
和[12]定理 2.13 可得 

( ){ }sup : , 1,2,
u

G G v nu v H n+
+ += ∧ ∈ =   

并且满足条件 0
u

G G+≤ ≤ 。由于 0u u− +∧ = ，则有 ( ) 0
u

G u+
− = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
u u u

G u G u G u G u G u+ + +
+ − + += − = − =  

因此， ( )G u+ 是集合 ( ){ }: 0S u S G≤ ≤ 的最大值。 

令 u H∈ ， G S G− ≤ ≤ ，则有 ( ) ( )( ) 1,
2

S u G uη + + > ， ( ) ( )( ) 1,
2

S u G uη − − > 。由 ( ) ( ) ( )S u S u S u+ −= − ，

( ) ( ) ( )G u G u G u+ −= + ，可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 1,
2

S u S u G u G uη + − + −− + >  

即 ( ) ( )( ) 1,
2

S u G uη > ，所以 ( )G u 是集合 ( ){ }:S u G S G− ≤ ≤ 的一个上界。为了证明 ( )G u 是这个集

合的最大值，假设
u u

S G G+ −= − ，则有 G S G− ≤ ≤ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u u
S u G u G u G u G u G u+ −

+ −= − = + =  

因此， ( )G u 是集合 ( ){ }:S u G S G− ≤ ≤ 的最大值。 
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假设 ( ),H µ ， ( ),L η 是模糊 Riesz 空间，G 是 H 到 L 的模糊正线性算子。 ( ),b H L 表示从 H 到 L 的

所有模糊序有界线性算子的集合， ( ),n H L 表示从 H 到 L 所有模糊序连续线性算子。此外，H 上所有模

糊线性泛函，记为 H  ，即 ( ),bH H R=  。同样地， ( ),n nH H R=  。 

定理 3.3 设 ( ),H µ 是具有模糊主投影性质的模糊 Riesz 空间，设 ( ),L η 是模糊 Dedekind 完备 Riesz 空

间。则对任意 ( ), ,bG S H L∈ ， w H +∈ ，下列等式成立： 

[ ]( ) ( ) ( ){ }sup : 0 and G S w G u S v u v u v w∨ = + ∧ = + =  

[ ]( ) ( ) ( ){ }inf : 0 and G S w G u S v u v u v w∧ = + ∧ = + =  

证明：由等式 ( ) ( )G S G S∨ = − − ∧ −   ，可得第一个公式可由第二个公式推导出来。并且由等式

( ) ( ) 0G G S G G S− ∧ ∧ − ∧ =       ，可知当 0G S∧ = 时，第二个公式成立，则其在一般情况下也是成立的。

为此，在 ( ),b H L 令 0G S∧ = ，并且固定 w H +∈ ，记 ( ) ( ) ( ){ }inf : 0l G u S w u u w u= + − ∧ − = ，则下面需

要证明 0l = 。 

设 u H +∈ 满足 ( ) 1,
2

u wµ > ，P 是 ( ),H µ 到由 ( )2u w +− 生成的带的模糊序映射， ( )v P w= 。由

( )( ) 1,2 2
2

w u w uµ ++ − > ，可得 ( ) ( ) ( )( ) 1,2 2
2

P w P u P w uµ ++ − > 。 

又由于 ( ) ( )2 2 0w u u w+ +− ∧ − = ，可得 ( )( )2 0P w u +− = ， ( ) ( )( ) 1,2
2

P w P uµ > 。再根据[9]定义 6.1，

可得 ( )( ) 1,
2

P u uµ > 。因此得到 

( ) 1,2
2

v uµ >                                       (*) 

由 ( ) ( )( ) 12 , 2
2

u w w wµ + +− − > ，可得 ( )( ) 12 ,
2

u w wµ +− > 。 

又由于 ( )( ) 12 , 2
2

u w u wµ +− − > ， ( ) ( )( ) 12 , 2
2

P u w u wµ + +− − > ， ( ) ( )( ) 12 ,
2

P u w P wµ +− > ，可以推

出 ( ) 12 ,
2

u w vµ − > ，最后得到 

( )( ) 1,2
2

w v w uµ − − >                                  (**) 

结合(*)和(**)可得 ( ) ( )( ) 1, 2
2

G v G uη > ， ( ) ( )( ) 1,2
2

S w v S w uη − − > 。 

则对任意u H +∈ ，当 ( ) 1,
2

u wµ > 时， ( ) ( )( )( ) 1,2
2

l G u S w uη + − > 是成立的。由[12]中定理 1 可推出

( ) ( ) ( ) 1inf : , 0
2

G u S w u u wµ + − > = 
 

，由此可得 0l = 。 

命题 3.4 设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间， ξ 是 H 上模糊线性泛函，并且对任意 u H +∈ ，

( ) ( ) 1sup :  and ,
2

w w H w uξ µ+ ∈ > 
 

存在，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1sup :  and , sup :  and ,
2 2

u w w H w u w w H w uξ ξ µ ξ µ+ + + + −   = ∈ > − ∈ >   
   
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证明：设 ,u w H +∈ ，则有 ( ) ( ) ( )u w u wξ ξ ξ+ + ++ = + ， ( ) ( ) ( )u w u wξ ξ ξ+ + +− = − 。给定 ( )0Rα α∈ ≥ ，

u H +∈ ，假设 ( ) ( )u uαξ ξ α+ +≠ 。若 0α > ，则有 ( ) ( )u uαξ ξ α+ += ，这与假设矛盾，所以 0α = ，即

( ) ( )0u uαξ ξ α+ += = 。对任意的 ,u w H∈ 和 Rα ∈ ，都有 ( )u w u w u w+ + − −+ = + − + ， ( ) ( )u uαξ ξ α+ += 。 

此外，对任意 u H +∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1sup : 0,  and , 0 0
2 2

u w w w uξ ξ µ µ ξ+  = > > ≥ = 
 

 

并且ξ +是正的。 
对任意 u H +∈ ，当ξ +是集合{ },0ξ 的上界时，有 ( ) [ ]{ } ( )sup 0,u u uξ ξ ξ +≤ = ， ( ) 0uξ + ≥ 。假设 ρ 是

一模糊线性泛函且满足条件 ρ ξ +< ，则对一些 u H +∈ ， ( ) ( )u uρ ξ +< 是成立的。则存在 w H +∈ 满足

( ) 1,
2

w uµ > ， ( ) ( )u wρ ξ< 。所以 ( ) ( )u wρ ρ< 或者 ( ) ( )w wρ ξ< 是成立的。当 ( ) ( )u wρ ρ< 时，有

( ) 1,
2

u w uµ − > ， ( ) 0u wρ − < ，则 0ρ < 。当 ( ) ( )w wρ ξ< 时，有 ρ ξ< 。所以 { }sup ,0ξ ξ+ = 。 

引理 3.5 设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间，ξ 是 H 上模糊序有界线性泛函， ε 是任意的正数，且对任意

,u v H +∈ 都有 ( ) 1,
2

v uµ > 。则对任意 [ ]0,w u∈ ，有 ( ) ( )w vξ ξ ε≤ + 当且仅当对任意 [ ]1 0,w v∈ 及任意

[ ]2 0,w u v∈ − ，使得 ( )2 1w wξ ε− ≤ 成立。 

证明：令 [ ]1 0,w v∈ ， [ ]2 0,w u v∈ − 。由 ( )2 1
10,
2

v w wµ + − > 和 ( )2 1
1,
2

v w w uµ + − > ，可推出 

( ) ( )2 1v w w vξ ξ ε+ − ≤ + ，所以 ( )2 1w wξ ε− ≤ 。 

相反地，假设 [ ]1 0,w v∈ ， [ ]2 0,w u v∈ − 使得 ( )2 1w wξ ε− ≤ 。记 { }2 min ,w w u v≡ − ， ( )1 2w v w w≡ − − ，

则 ( )1
10,
2

wµ > ， ( )1
1,
2

w vµ > ， ( )2
10,
2

wµ > ， ( )2
1,
2

w u vµ − > 。若 1w v= ， 2w w= ，则有 ( )w vξ ε− ≤ ，

即 ( ) ( )w vξ ξ ε≤ + ；若 1w u w= − ， 2w u v= − ，则有 ( ) ( )( ) ( )u v u w u vξ ξ ε− − − = − ≤ 。因此， 

( ) ( )w vξ ξ ε≤ + 。 

定义 3.6 设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间，若 e H∈ 使得对任意 u H∈ 都存在 0t > 满足条件 ( ) 1,
2

u teµ > ，

则 e 称为 H 的模糊序单位。 
命题 3.7 设 ( ),H µ 是具有模糊序单位的模糊 Riesz 空间， ξ 是 H 上的模糊线性泛函使得

( ) ( ) 1 and ,p
2

su :u Hu u eξ µ+ ∈ > 
 

存在，则 Hξ ∈  和ξ +存在。 

证明：给定 0ε > ，对任意 l H +∈ 都有 ( ) 1,
2

l eµ > ， ( ) ( ) ( )1sup : and ,
2

u u H u e lε ξξ µ+  − < 
 

∈ > 成立，

则对任意 u H +∈ ，当 ( ) 1,
2

u eµ > 时， ( ) ( )u lξ ξ ε< + 成立。同样，假设 1 2,u u H +∈ 使得 ( )1
1,
2

u e lµ − > ，

( )2
1,
2

u lµ > 成立，则有 ( )1 2u uξ ε− ≤ 。对任意 ,v l H +∈ 满足条件 ( ) 1,
2

v eµ > ， ( ) 1,
2

l eµ > 时，有

( ) 10,
2

v lµ ∧ > ， ( ) 1,
2

v l eµ ∨ > 。 又 由 v l v l v l+ = ∨ + ∧ 可 推 得 ( ) 1,
2

v l e v lµ + + ∧ > ， 则

( ) 1,
2

v v l e lµ − ∧ − > 。所以当 ( )1
1,
2

u v v lµ − ∧ > ， ( )2
1,
2

u v lµ ∧ > 时，有 ( )1 2u uξ ε− ≤ 。根据引理 3.5 可

知对任意u H +∈ ，当 ( ) 1,
2

u vµ > 时，有 ( ) ( )u v lξ ξ ε≤ ∧ + 。 
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令 , Rα β ∈ 满足α β< ，且 ( )1
2

ε β α= − 。则 ( )v lξ α ε∧ < + 或者 ( )f v lα < ∧ 成立。当 ( )v lξ α ε∧ < +

时， ( ) 2f v l ε α ε β∧ + < + = ，所以 β 是集合 ( ) ( ) 1:  and ,
2

u u H u vξ µ+ ∈ > 
 

的上界；当 ( )f v lα < ∧ 时，

有 ( ) 1,
2

v l lµ ∧ > ， ( )f v lα < ∧ ，则集合 ( ) ( ) 1:  and ,
2

u u H u vξ µ+ ∈ > 
 

有上确界。 

令 v H +∈ ，则存在   0t > 使得
1 1,

2
v e

t
µ   > 
 

。因此， 

( ) 1 1sup :  and ,
2

s u u H u v
t

ξ µ+  = ∈ >  
  

 

存在，所以 ( ) ( ) 1sup :  and ,
2

ts u u H u vξ µ+ = ∈ > 
 

。 

注解：设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间，ξ 是 H 上模糊线性泛函。若对任意{ }nx H +∈ 都有 0 1,
22n n

xxµ   > 
 

( 1,2,n =  )，使得 ( ){ }sup nxξ 是有限的，则ξ 是模糊序有界的。 

定理 3.8 设 ( ),H µ 是模糊 Riesz 空间，ξ 是 ( ),H µ 上模糊线性泛函。则ξ 是模糊序有界线性泛函当且

仅当对任意模糊(相对)一致收敛于 0 的序列{ }: 1,2,nu n H += ∈ ，都有 ( ) 0nuξ → 。 

证明：只需在一个方向上给出证明即可，假设{ }nx H +∈ 满足条件 0 1,
22n n

xxµ   > 
 

 ( 1,2,n =  )，由于ξ

是模糊序有界的，则ξ 将 H 中的模糊序区间 [ ]0, x 映射到 R 上的模糊序区间。换句话说，我们需要证明 R

中的集合 ( ) ( ) 1: ,  and ,
2

y x y H y xξ µ+ ∈ > 
 

是模糊序有界的。如果不是，则存在 H + 中的元素 0x 使得

( ) ( )0
1sup :  and ,
2

y y H y xξ µ+ ∈ > = +∞ 
 

成立。 

假设 

( ) 0 1sup :  and ,
2 2
xy y H yξ µ+  ∈ > = +∞  

  
                         (*) 

则存在 1y H +∈ 满足条件 0
1

1,
2 2
xyµ   > 

 
，并且使得 ( ) ( )1 03 2y xξ ξ≥ + 。由此可得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 0
1 2 2
2

z y x xξ ξ ξ ξ≥ − ≥ +  ( 0
1 12

xz y= − ) 

由(*)可知下列两个上确界不可能都是有限的， 

( ) ( )1
1sup :  and ,
2

y y H y yξ µ+ ∈ > 
 

， ( ) ( )1
1sup :  and ,
2

y y H y zξ µ+ ∈ > 
 

. 

若第一个上确界是无限的，则用 1x 替换 1y ；另一种情况则用 1x 替换 1z 。则得到 

0
1

1,
2 2
xxµ   > 

 
， ( ) ( )0 12 2x xξ ξ+ ≤ ， ( ) ( )1

1sup :  and ,
2

y y H y xξ µ+ ∈ > = +∞ 
 

. 

通过重复使用这个过程，用 1x 代替 0x ，则存在 2x H +∈ ，使得 

1
2

1,
2 2
xxµ   > 

 
， ( ) ( ) ( )2 1 02 2 4 4x x xξ ξ ξ≥ + ≥ + ， 
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( ) ( )2 2
1sup : ,  and ,
2

y y x H y xξ µ+ ∈ > = +∞ 
 

. 

通过重复上述过程我们得到一个序列{ }: 0,1,2,nx n =  满足条件 0 1,
22n n

xxµ   > 
 

， 

( ) ( )02 2n n
nx xξ ξ≥ +  ( 1,2,n =  )。 

然而，根据假设具有这种性质的序列是不存在的。所以ξ 是模糊序有界的。 

4. 结论 

本文主要研究具有模糊主射影的模糊 Riesz 空间上任意两个模糊序有界线性算子的上确界和下确界

的存在性，并给出相应的计算公式。我们还给出了模糊线性泛函的正部的计算公式，最后我们讨论了模

糊线性泛函是模糊序有界的等价条件。本文得到的结论可以逐渐丰富模糊 Riesz 空间上线性算子理论。 
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