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摘  要 

设 nθ
∗ 是将 n 4− 条悬挂边粘到 ( )2 2,1,θ 的一个三度点得到的双圈图。本文我们证明了n个点的双圈图的补

图的最大谱半径只在 nθ
∗ 取到。 

 
关键词 

邻接矩阵，谱半径，补图 

 
 

The Spectral Radius of the Complement of 
Bicyclic Graphs 

Huan Qiu, Lan Wang, Guoping Wang* 
School of Mathematical Sciences, Xinjiang Normal University, Urumqi Xinjiang 
 
Received: May 20th, 2023; accepted: Jun. 21st, 2023; published: Jun. 28th, 2023 

 
 

 
Abstract 

Let nθ
∗  be the bicyclic graph obtained by attaching n − 4  pendant edges to a vertex of degree 3 

on ( )θ 2,1,2 . In this paper we show that the maximum spectral radiu is achieved uniquely by nθ
∗  

among all complements of bicyclic graphs of order n. 
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1. 引言 

设 ( ),G V E 是一个连通图，它的邻接矩阵 ( )A G 是一个 ( )0,1 实对称矩阵。所以它的特征值都是实数，

从大到小的排序为： ( ) ( ) ( )1 2 nG G Gλ λ λ≥ ≥ ≥� ，其中最大的特征值 ( )1 Gλ 为图 G 的谱半径，记为 ( )Gρ 。

刻画图的谱半径的文章很多，诸如文献[1] [2] [3]等。刻画带限制条件的谱的文章也很多，例如在文献[4]
中作者刻画了具有完美匹配的双圈图的谱半径，文献[5]中作者刻画了有 n 个点 k 个悬挂点的双圈图的谱

半径。相对来说刻画图的补图的谱半径的文章还不太多，在文献[6]中作者刻画了单圈图的补图的谱半径。

本文主要刻画了双圈图补图的谱半径，以及谱半径达到最大时的极图。在本文中我们假设图 G 和它的补

图G 都是连通的，定义矩阵 ( )A G 的特征值 ( )Gρ 对应的特征向量为 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2

T
, , ,

nv v vx G x G x G x G= � ，

其中 ( )ivx G 是点 iv 对应的分量。 
边数等于点数加一的连通图是双圈图。令 nC 和 nP 分别表示 n 个点的圈和路，我们定义图 ( ), ,b p l q 是

由两个点不交的圈 pC ， qC 和一条路 lP 组成的图形，其中 lP 的两个端点分别和 pC ， qC 有一个公共点，

而当 pC 和 qC 有唯一的公共点时，我们记这个图形为 ( ),0,b p q 。定义图 ( ), ,p l qθ 为给定两个点中间连接

有三条路 1pP + ， 1lP+ 和 1qP + ，其中这三条路两两之间除了两个给定的点外没有公共点。我们把 ( ), ,b p l q 和

( ),0,b p q 粘上一些树构成的图形记作 nB ，把 ( ), ,p l qθ 粘上一些树构成的图形记作 ( ), ,p l qΘ 。显然，所有

n 个点的双圈图由 nB 和 nΘ 组成。 
设 nθ

∗是将 4n − 条悬挂边粘到 ( )2,1,2θ 的一个三度点得到的双圈图。本文我们证明了 n 个点的双圈图

的补图的最大谱半径只在 nθ
∗取到。 

2. 主要结果 

下面的定理在矩阵的研究中起到了非常重要的作用。 
非负矩阵的 Perron-Frobenius 定理[7]：如果 M 是一个 n n× 阶的非负不可约矩阵，那么有以下结论

成立： 
i) 若 ( )Mρ 是矩阵 A 的最大特征值，则 ( ) 0Mρ ≥ ； 
ii) ( )Mρ 是矩阵 A 的单重根； 
iii) M 有对应于特征值 ( )Mρ 的一个正的特征向量，使得 ( )Mx M xρ= 。 
众所周知图 G 是连通图的充分必要条件是图 G 对应的邻接矩阵是不可约的。 
引理 1 [6]假设 u 和 v 是图 G 的两个不同的点，{ } ( ) ( ) { }( )| 1,2, , \i G Gv i s N v N u u= ⊆� ∪ ，其中 ( )GN v

表示点 v 的邻点集。令 1 1i ii s i sG G v v v u∗
≤ ≤ ≤ ≤

= − +∑ ∑ ，若 ( ) ( )u vx G x G≤ ，则有 ( ) ( )G Gρ ρ ∗< 成立。 
假设 u 是图 G 的一个点， lT 是以 v 为根节点的一个 l 个点的树。我们将图 G 的 u 点和图 lT 的 v 点粘

接成一个点得到的图形记作 lGuvT 。接下来用 1, 1lK − 来表示以 w 为根节点的 l 个点的星图。由引理 1 容易

得到下面的引理。 
引理 2 若图 G， lT 和 1, 1lK − 如上所定义，那么有 ( ) ( )1, 1l lGuvT GuwKρ ρ −≤ ，其中等号成立的充分必要

条件是 1, 1l lGuvT GuwK −≅ 。 
引理 3 [6]假设图 G 和G 都是连通的，uv 是图 G 的一条非悬挂的割边，图 G 压缩边 uv 为一个点 w

并给 w 带一条悬挂边得到的图形记作图G∗，那么有 ( ) ( )G Gρ ρ ∗< 。 
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假设 G 与其补图G 都是连通的。在接下来的内容里都用 ( ) ( ) ( ){ }T
|vx G x G v V G= ∈ 表示 ( )A G 的对应

于 ( )Gρ 的特征向量，其中 ( )vx G 对应点 v。 
定理 4 若 nG B∈ ，u 是 G 的子图 ( )3,0,3b 的 4 度点，则 ( ) ( )( )1, 53,0,3 nG b uwKρ ρ −≤ ，当且仅当

( ) 1, 53,0,3 nG b uwK −≅ 时等号成立。 
证明：令 nG B∈ 使得它的补图G 具有极大的谱半径。 
首先我们来证明 ( ),0,b p q 是图 G 的子图。 
假设图 G 的子图是 ( ), ,b p l q ，其中 1l ≥ ， 1 1 2 1l lP u u u+ += � 是连接两个圈 pC 和 qC 的路，其中

( )1 pu V C∈ ， ( )1l qu V C+ ∈ 。 
如果 ( ) ( )1 lu ux G x G≥ ，令 

1 1 lG G u w u w= − +  

如果 ( ) ( )1 lu ux G x G≤ ，令 

1 1lG G u w u w′ ′= − +  

其中 ( )1p Gw C N u∈ ∩ ， ( )q G lw C N u′∈ ∩ 。显然 1 2, nG G B∈ ，由引理 1 有 ( ) ( )1G Gρ ρ> 且 ( ) ( )2G Gρ ρ> ，

这与G 有极大的谱半径相矛盾，故 0l = ，因此 ( ),0,b p q 是图 G 的子图。 
其次我们证明图 G 只有一个树子图，并且它以 G 的两个圈唯一的公共点 u 为根节点。 
假设点 v 是图 G 的一个树子图 1T 的根节点，其中 pv C∈ 并且 v u≠ 。 
如果 ( ) ( )u vx G x G≥ ，令 

( ) ( )1 1

3
G Gw N u T w N u T

G G uw vw
∈ ∈

= − +∑ ∑
∩ ∩

 

如果 ( ) ( )u vx G x G≤ ，令 

( ) ( )
4

G q G qw N v C w N v C
G G uw uw

′ ′∈ ∈

′ ′= − +∑ ∑
∩ ∩

 

显然 3 4, nG G B∈ ，由引理 1 有 ( ) ( )3G Gρ ρ> 且 ( ) ( )4G Gρ ρ> ，这与G 有极大的谱半径相矛盾，因此

v u= 。继续上述过程我们可以证得图 G 只有一个树子图，并且它的根节点为图 G 的圈上的 4 度点 u。 
由引理 3 很容易证明接在点 u 出的树是一个星子图。 
最后我们证明两个圈 pC 和 qC 都是 3 长圈。 
不失一般性，假设 4p ≥ ，并且 1 2 1p pC u u u u= � 。 
如果 ( ) ( )1 2u ux G x G≤ ，令 

5 2 3 1 3G G u u u u= − +  

如果 ( ) ( )1 2u ux G x G≥ ，令 

( ) { } ( ) { }1 2 1 2

6 1 2
\ \G Gu N u u u N u u

G G u u u u
∈ ∈

= − +∑ ∑  

显然 5 6, nG G B∈ ，由引理 1 有 ( ) ( )5G Gρ ρ> 且 ( ) ( )6G Gρ ρ> ，这与G 有极大的谱半径相矛盾，因此

3p = ，同理可证得 3q = 。 
综上所述，如果 nG B∈ ，要使得G 极大，则必有 ( ) 1, 53,0,3 nG b uwK −≅ 。                           □ 
定理 5 若 nG∈Θ ，则有 ( ) ( )( )1, 42,1,2 nG uwKρ ρ θ −≤ ，其中点 u 是图 G 的子图 ( )2,1,2θ 的 3 度点，等

号成立的充要条件是 ( ) 1, 42,1,2 nG uwKθ −≅ 。 
证明：令 nG∈Θ 使得它的补图G 有极大的谱半径。 
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首先我们来证明图 G 只有一个树子图。 
假设 1T 和 2T 是图 G 的两个树子图，它们分别以 ( ), ,p l qθ 上的点 u 和 v 为根节点。 
如果 ( ) ( )u vx G x G≥ ，令 

( ) ( )1 1

7
G Gu N u T u N u T

G G u u u v
∗ ∗

∗ ∗

∈ ∈

= − +∑ ∑
∩ ∩

 

如果 ( ) ( )u vx G x G≤ ，令 

( ) ( )2 1

8
G Gu N v T u N u T

G G u v u u
∗ ∗

∗ ∗

∈ ∈

= − +∑ ∑
∩ ∩

 

显然 7 8, nG G B∈ ，由引理 1 有 ( ) ( )7G Gρ ρ> 且 ( ) ( )8G Gρ ρ> ，这与G 有极大的谱半径相矛盾，继续

上述过程可知图 G 只含有一个树子图。 
由引理 3 很容易证明接在点 u 出的树是一个星子图，我们记该树子图的根节点为 1u 。 
接下来我们证明 ( ) ( ), , 2,1,2l p qθ θ≅ 。 
假设 3l ≥ ，并且 1 1 2 1l lP u u u+ += � 。 
如果 ( ) ( )1 2u ux G x G≤ ，令 

9 2 3 1 3G G u u u u= − +  

如果 ( ) ( )1 2u ux G x G≥ ，令 

( ) { } ( ) { }1 2 1 2

10 1 2
\ \G Gu N u u u N u u

G G u u u u
∗ ∗

∗ ∗

∈ ∈

= − +∑ ∑  

显然 9 10, nG G B∈ ，由引理 1 有 ( ) ( )9G Gρ ρ> 且 ( ) ( )10G Gρ ρ> ，这与G 有极大的谱半径相矛盾，继

续上述过程我们可以得到 2l ≤ ，同理可以证得 2p ≤ ， 2q ≤ ，由双圈图的定义可知 l，p 和 q 最多有一个

为 1。不失一般性我们令 1l = 。因此 ( ) ( ), , 2,1,2l p qθ θ≅ 。 
若 ( )1 2Gd u = ，则 nG θ ∗≅ ，若 ( )1 3Gd u = ，则 nG θ ∗∗≅ ，如图 1 所示。 

 

 
Figure 1. (a) nθ

∗ ; (b) nθ
∗∗  

图 1. (a) nθ
∗；(b) nθ

∗∗  
 

最后我们证明 nG θ ∗∗≅ 。  
用反证法，假设 ( )

1
3ud G = ，比较 ( )1ux G 和 ( )vx G 的大小。 

如果 ( ) ( )1u vx G x G≥ ，令 

( ) { } ( ) { }1 1

1 1 1
\ , \ ,G Gu N u v w u N u v w

G G u u u u
∗ ∗

∗ ∗ ∗

∈ ∈

= − +∑ ∑  
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如果 ( ) ( )1u vx G x G≤ ，令 

2 1G G vy yu∗ = − +  

显然 1 2, nG G∗ ∗ ∈Θ ，且 1G∗和 2G∗均与 nθ
∗∗同构。由引理 1 有 ( ) ( )1G Gρ ρ∗ > 且 ( ) ( )2G Gρ ρ∗ > ，这与G 有

极大的谱半径相矛盾。                                                                      □ 
定理 6 假设 G 是一个 n 个点的连通的双圈图，则 ( ) ( )nGρ ρ θ ∗∗≤ ，当且仅当 nG θ ∗∗≅ 时等号成立。其

中 nθ
∗∗如图 1 所示。 
证明：令 v 是图 G 的子图 ( )3,0,3b 的 4 度点，由定理 4.2.4 和定理 4.2.5 可知在双圈图中我们只需证

明 ( )( ) ( )( )1, 5 1, 43,0,3 2,1,2n nb vwK uwKρ ρ θ− −< 即可。 
令 ( )1 1, 53,0,3 nH b vwK −= ， ( )2 1, 42,1,2 nH uwKθ −= 。则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )63 2
1 1; 1 2 4 2 4nP H I A H n nλ λ λ λ λ λ λ−= − = + + + − + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4 3 2
2 2; 1 4 7 2 4nP H I A H n n nλ λ λ λ λ λ λ−= − = + + − + − + −  

因为实对称矩阵的特征值非负，所以 ( )
2

1
4 16

2
n nHρ − + −

= 。 

令 ( ) ( ) ( )3 24 7 2 4f x x n x n x n= + − + − + − ，则 ( ) ( )23 2 4 7 2f x x n x n′ = + − + − 。 

如果
24 2 5

3
n n nx − + − −

> ，则有 ( ) 0f x′ > ，因此当
24 2 5

3
n n nx − + − −

> 时 ( )f x 是个增函数。显

然
2 24 16 4 2 5

2 3
n n n n n− + − − + − −

> ，并且 

( )

( )

( )

3 2
2 2 2

2

22

4 16 4 16 4 164
2 2 2

4 167 2 4
2

4 44 16 0
2 2

n n n n n nf n

n nn n

n nn n

     − + − − + − − + −
     = + −
     
     

 − + −
 + − + −
 
 

− − −− − −
= < =

 

因为 ( )2Hρ 是方程 ( )f x 的一个根，所以 ( )( ) ( )( )1, 5 1, 43,0,3 2,1,2n nb vwK uwKρ ρ θ− −< 成立。         □ 
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