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Abstract 
Based on the definitions of cone semicontinuous and cone quasiconvex of payoff function, the ex-
istence theorems of solutions for vector equilibrium problems with payoff function are obtained 
under new assumptions by using the classical Fan-KKM theorem and separation theorem. Finally, 
the feasibility of the results is verified by an example. 
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摘  要 

基于集支付函数锥半连续和锥拟凸的定义，利用经典的Fan-KKM定理与分离定理，在新的假设条件下，

得到了带有集支付函数的向量均衡问题解的存在性定理。最后，通过算例验证了结果的可行性。 
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1. 引言 

博弈问题有三要素：博弈者、博弈策略和支付函数。经典博弈问题的支付函数值是一个单值的数或

者向量。然而，受到一些不确定的因素与客观条件的影响，想精确计算出这个支付函数的函数值是比较

困难的，通常只能得到一个值的大致范围。这样，支付函数就变成了一个集值函数。因此，研究集支付

函数的向量均衡问题是非常有意义的。 
有一些学者已经做了这方面的研究。文献[1]利用凸集分离定理研究了向量均衡问题的存在性。文献

[2]提出了集值映射下向量均衡问题新的存在性定理。文献[3]研究了广义弱向量均衡问题的存在性结果。

文献[4]在凸集和非凸集下，讨论了弱向量平衡问题的存在性。文献[5]研究了变分不等式问题在伪单调和

不连续假设下的存在性结果。文献[6]研究了集值映射下的极大极小非均衡问题。文献[7]得到了一系列集

值映射弱向量拟平衡问题解的存在性和连通性的结果。文献[8] [9]运用一些有利条件解决了一些非线性问

题。 
很少有文献研究集支付函数的向量均衡问题。向量均衡问题是指： 0x X∃ ∈  s.t.， 

( ) { }, \F x y S θ⊄ − , 0y X∀ ∈  

其中 0 0: 2VF X X× → ， 0X X⊂ ，X 和 V 是实 Hausdorff 拓扑线性空间，S 是 V 中的一个尖闭凸锥。直接

利用经典的方法讨论上述问题解的存在性定理所得到连续性假设中会涉及非开非闭集 { }\S θ ，这使得相

应的结果很难验证。在这篇文章中，利用经典的 Fan-KKM 定理与分离定理(包括凸集分离定理、非凸分离

定理)，在合理的假设下，分别研究了带有集支付函数的向量均衡问题解的存在性定理。 

2. 预备知识 

在整篇文章中，总是假设 X 和 V 是实 Hausdorff 拓扑线性空间，S 是 V 中的一个闭的尖凸锥，并且

int S θ≠ 。 
S 的对偶锥 ( ){ }* * * *: : 0,S s V s s s S= ∈ ≥ ∀ ∈ 。 

显然， { }* \s S θ∈ 是单调增加函数(见文献[2])。 
集向量均衡问题(SVEP)是指： 0x X∃ ∈ ，s.t.， 

( ) { }, \F x y S θ⊄ − , 0y X∀ ∈  

下面，给出拟上(下)半连续和 S-拟上(下)半连续的定义。 
定义 2.1 设 : 2VF X → 是一个集值映射， 0x X∈ 。如果对 b V∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0F x b S F x b S+ = ∅ − = ∅   

0x∃ 的邻域 U，s.t.， 

( ) ( ) ( ) ( )( )F x b S F x b S+ = ∅ − = ∅  , x U∀ ∈  

那么称 F 是 0x 上的拟上(下)半连续；如果对 x X∀ ∈ ，F 是 S-拟上(下)半连续，那么称 F 是 X 上的 S-
拟上(下)半连续。 
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注 1：这里所给出的定义与文献[2]中的定义不同，下面举例说明。 
例 1：设 : 2RF R → 是一个集值映射， S R+= 。F 的定义如下： 

( ) [ ]1,1 , 0
0, 0

x
F x

x
 − == 

≠
 

取 1b > ，有 ( ) ( ) [ ] ( )0 1,1F b S b S+ = − + = ∅  。由 F 的定义可知，一定存在 0 的邻域 U，s.t.，

( ) ( )F x b S+ = ∅ ， x U∀ ∈ 。即 F 在 0 点 R+ -拟上半连续。 

但在文献[2]中的定义 2.1 中却不满足，理由如下： 

取
1
2

b = − ，
1|
2

b S x x + = ≥ − 
 

。显然， ( ) [ ]0 1,1F b S= − ⊄ + ，对 0 的任意邻域 U， ( )F x b S⊂ + 。

显然，F 在 0 点不满足文献[2]中相应的概念。 
引理 2.1 设 : 2VF X → 是一个集值映射，F 是 X 上的拟上半连续当且仅当它的上水平集是闭集，i.e.，

对 b V∀ ∈ ，水平集 ( ) ( ) ( ){ }: :Flev b x X F x b S= ∈ + ≠ ∅ 是闭集。 

证明：一方面，假设 b V∀ ∈ ， ( ) ( ) ( ){ }: :Flev b x X F x b S= ∈ + ≠ ∅ 是闭集，要证 F 是 X 上的拟上半

连续。由于 ( )Flev b 的补集 ( )C
Flev b 是开集，可知若对于 0x X∀ ∈ ，有 ( ) ( )0F x b S+ = ∅ 则 ( )0

C
Fx lev b∈ 。

即 0x∃ 的邻域 ( )C
Flev b ，s.t.， ( ) ( )0F x b S+ = ∅ 成立，得证。 

另一方面，若 F 是 X 上的 S-拟上半连续，要证 b V∀ ∈ ，水平集 

( ) ( ) ( ){ }: :Flev b x X F x b S= ∈ + ≠ ∅  

是闭集。设{ }nx 为 ( )Flev b 上的一个序列且 1nx x→ 。假设 ( )1 Fx lev b∉ ，那么 ( ) ( )1F x b S+ = ∅ ，根据拟

上半连续的定义可知，存在实数 N，当 n N≥ 时，有 ( ) ( )nF x b S+ = ∅ ，与假设矛盾。因此， b V∀ ∈ ，

水平集 ( )Flev b 是闭集。 

下面，给出真 S-拟凸和自然 S-拟凸的定义。 
定义 2.2 [10] 设 0X 是 X 上的非空凸集， : 2VF X → 是一个集值映射，有下列定义： 
1) 对 1 2 0,x x X∀ ∈ ，并且 [ ]0,1l∈ ，有 

( )( ) ( )1 2 11F lx l x F x S+ − ⊂ − 或 ( )( ) ( )1 2 21F lx l x F x S+ − ⊂ − , 

则称集值映射 F 是真 S-拟凸； 
2) 对 1 2 0,x x X∀ ∈ ，并且 [ ]0,1l∈ ，有 

( )( ) ( ) ( ){ }1 2 1 21 ,F lx l x co F x F x S+ − ⊂ − , 

则称集值映射 F 是自然 S-拟凸。 
接下来，给出著名的 KKM 映象定义和 Fan-KKM 定理。 
定义 2.3 [11] 设 0X X∈ 是一线性空间而且 0X ≠ ∅， : 2XF X → 是一多值映象，如果对任意有限集

{ }1 2, , , nx x x X⊂ 有 { } ( )1 2
1

, , ,
n

n i
i

co x x x F x
=

⊂



，那么称 F 为 KKM 映象。 

定理 2.1 [11] 设 X 是一 Hausdorff 拓扑线性空间， 0X 是 X 之一非空子集， 0: 2XF X → 是 Fan-KKM
映象，再设 0x X∀ ∈ ， ( )F x 为 X 中的闭集，且至少存在一点 0 0x X∈ 使得 ( )0F x 是 F 中的紧集，则

( )
x X

F x
∈

≠ ∅ 。 

最后，给出一类非线性标量化函数的定义以及性质。 
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定义 2.4 [12] 设 intk S∈ 和 a V∈ ，非线性标量化函数 ( ) :ka z V Rξ → 为： 

{ }min :ka t R z a tk Sξ = ∈ ∈ + − . 

引理 2.2 [13] 设 intk S∈ 和 a V∈ ，有以下性质： 
1) ( )ka z r z a rk Sξ ≤ ⇔ ∈ + − ； 

2) ( ) intka z r z a rk Sξ ≥ ⇔ ∉ + − ； 

3) 如果 ( ) ( )1 2 1 2ka kaz z S z zξ ξ− ∈ ⇒ ≥ ，那么 ( )kaξ ⋅ 是单调递增的函数； 

4) 若 ( ) ( )1 2 1 2int ka kaz z S z zξ ξ− ∈ ⇒ > ，则 ( )kaξ ⋅ 是严格单调递增的函数； 

5) ( )kaξ ⋅ 是连续的函数。 

3. 主要结论 

在这一节，首先使用 Fan-KKM 定理以及非线性分离定理来证明下面结论： 
定理 3.1 设 intk S∈ 和 a V∈ ， 0X 是 X 上的一个非空凸子集， 0 0: 2VF X X× → 是一个集值映射，若

满足下列条件： 
1) 对 0y X∀ ∈ ， ( ),F x y 是 X 上的 S-拟上半连续， ( ),F x x 是 S-拟下半连续； 

2) 对 0x X∀ ∈ ， ( ),F x ⋅ 是 0X 上的真 S-拟凸； 

3) ( ) { }{ }
0

, \ \
x X

F x x V S θ
∈

⊂ − ； 

则集向量均衡问题(SVEP)有解。 
证明：首先，我们证明 0x X∃ ∈ ， 

s.t.  ( ) ( )
0

0, ,ka ka
x X

F x X F x x Rξ ξ +
∈

 ⋅ ⋅ + ≠ ∅ 
 

                       (3.1) 

构造集值映象 0 0:Q X X→  

( ) ( ) ( )
0

0 : , ,ka ka
x X

Q y x X F x y F x x Rξ ξ +
∈

  = ∈ ⋅ ⋅ + ≠ ∅  
  

  , 0y X∈  

1) 对 0y X∀ ∈ ，都有 ( )y Q y∈ ，即 ( )Q y ≠ ∅， 0y X∀ ∈ 。 

2) 又因为 ( )Q y 为一个紧集， 0y X∀ ∈ ，且 0X 是紧的，故仅需证 ( )Q y 为闭集即可。 

由 Q 的定义可知， 

( ) ( ) ( )
0

0 : , , s.t. min ,ka ka
x X

Q y x X z F x y z F x xξ ξ
∈

 = ∈ ∃ ∈ ⋅ ≥ ⋅ 
 


, 0y X∈  

再由 F 的连续性以及 Q 的定义可得 ( )Q y 为闭集。 
3) 下面证明 ( )Q y 为一个 KKM 映象。 

反证，若 ( )Q y 不是一个 KKM 映象，则 { }1 2, , , ny y y∃  且 1 2, , , 0nt t t ≥ ，
1

1
n

i
i

t
=

=∑ ，s.t.， 

( )
11

n n

i i i
ii

y t y Q y
==

= ∉∑ 
 

由 Q 的定义得， 

( ) ( )
0

, ,ka i ka
x X

F y y F x x Rξ ξ +
∈

 ⋅ ⋅ + = ∅ 
 

 
, { }1,2, ,i n∀ ∈   

https://doi.org/10.12677/pm.2020.104037


高磊 等 
 

 
DOI: 10.12677/pm.2020.104037 294 理论数学 
 

由定义 2.2 以及 kaξ 的单调性可知， 

( ) ( ) ( )
0

max , max , min ,ka ka i ka
x X

F y y F y y F x xξ ξ ξ
∈

⋅ ≤ ⋅ < ⋅  

即， 

( )( ) ( )
0

, ,ka ka
x X

F y y F x x Rξ ξ +
∈

 ⋅ ⋅ + = ∅ 
 

 
 

由 Q 的定义得， ( )y Q y∉ 这与 ( )y Q y∈ ， 0y X∀ ∈ 矛盾。所以， ( )Q y 为一个 KKM 映象。 
由 Fan-KKM 定理可知， 0x X∃ ∈ ，s.t.， 

( ) ( )
0

0, ,ka ka
x X

F x X F x x Rξ ξ +
∈

 ⋅ ⋅ + ≠ ∅ 
 

 
 

其次，证明 0x X∃ ∈ ，s.t.， 

( ) ( )
0

0, ,
x X

F x X F x x S
∈

 + ≠ ∅ 
 

 
                           (3.2) 

事实上，如果 ( )
0

,
x X

z F x x S
∈

∉ + ，i.e.， 

( ) ( )
0

,
x X

z S F x x
∈

 − = ∅ 
 

 
 

又因为 

( ) 0kz uξ > , ( )
0

,
x X

u F x x
∈

 ∀ ∈ 
 


 

根据(3.1)可知 0x X∃ ∈ ，s.t.， ( ) ( )
0

0, ,
x X

F x X F x x S
∈

 + ≠ ∅ 
 

 
 

( )0, intkz F x X Rξ +⋅ ≠ ∅  

也就是说 

( ) 0kz wξ > , ( )0,w F x X∃ ∈  

再由引理 2.2 可知 
z w S∉ +  

因此 

( )0,z F x X∉  

最后，证明(SVEP)有解。 

0x X∃ ∈ , s.t., ( ) { }( ), \F x y S θ⊄ − , 0y X∀ ∈  

( ) { }{ }( )0, \ \F x X V S θ− ≠ ∅  i.e., 

0x X∃ ∈ , s.t.   

( ) { }( ), \F x y S θ⊄ − , 0y X∀ ∈  

定理 3.1 证闭。 
注 2：下面举例说明定理 3.1 是可行的。 
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例 2：设 : 2RF R R× → 是一个集值映射， S R+= 。F 的定义如下： 

( ) { } 3, , 2F x y y x x = × +   

显然， ( ),F x y 满足定理 2.1 中条件 1、2。令 y x= ，得 ( )
[ ]

( )
0

2 3

1,1
, , 2

x X x
F x x x x x

∈ ∈ −
 = +   ，经简单计算，

显然 0x = 为解。 
注 3：在文献[2]中也讨论了类似的问题，但模型与文献中不同，下面举例说明。 

例 3：设 0
11,
2

X  = − −  
， 2

+S R= ， 2V R= ， ( ) { } [ ], 0, 1F x y y x= × + ，这里 F 的连续性和凸性可以保

证。另外， ( ) ( ){ } { }{ }
0

, , | 0, 0 \ \
x X

F x x x y x y V S θ
∈

⊂ ≤ ≥ ⊂ − 。事实上，取
1
2

x = − ， 

{ } { }1 1, 0, \
2 2

F y y S θ   − = × ⊄ −      
， 0y X∀ ∈ ； i.e.， x 为定理 2.1 的解。然而由简单计算可知，

( ) { }{ } ( )0
1, \ ,0 | 1
2

F x X S x xθ  − = − ≤ ≤ − ≠ ∅ 
 


。这样，对 0x X∀ ∈ ，x 都不是文献[2]中模型的解。因此，

定理 3.1 与文献中相应的结论是不同的。 
定理 3.2 设 0X 是 X 上的一个非空凸子集， 0 0: 2VF X X× → 是一个集值映射，若满足下列条件： 
1) 对 0y X∀ ∈ ， ( ),F x y 是 X 上的 S-拟上半连续， ( ),F x x 是 S-拟下半连续； 

2) 对 0x X∀ ∈ ， ( ),F x ⋅ 是 0X 上的自然 S-拟凸； 

3) ( ) { }{ }
0

, \ \
x X

co F x x V S θ
∈

  ⊂ − 
 


； 

则集向量均衡问题(SVEP)有解。 
证明：设 { }* * \s S θ∈ ，首先我们证明 0x X∃ ∈ ， 

s.t.  ( ) ( )
0

* *
0, ,

x X
s F x X s F x x R+

∈

 ⋅ ⋅ + ≠ ∅ 
 
 

                      (3.3) 

构造集值映象 0 0:T X X→  

( ) ( ) ( )
0

* *
0 : , ,

x X
T y x X s F x y s F x x R+

∈

  = ∈ ⋅ ⋅ + ≠ ∅  
  

  , 0y X∈  

1) 对 0y X∀ ∈ ，都有 ( )y T y∈ ，即 ( )T y ≠ ∅， 0y X∀ ∈ 。 

2) 又因为 ( )T y 为一个紧集， 0y X∀ ∈ ，且 0X 是紧的，故仅需证 ( )T y 为闭集即可。 

由 T 的定义可知 

( ) ( ) ( )
0

0 : , , s.t. min ,ka ka
x X

T y x X z F x y z F x xξ ξ
∈

 = ∈ ∃ ∈ ⋅ ≥ ⋅ 
 


, 0y X∈  

再由 F 的连续性以及 T 的定义可得 ( )T y 为闭集。 
3) 下面证明 ( )T y 为一个 KKM 映象。 
因为具有 *s 单调性，所以由 Fan-KKM 定理与定理 3.1 可知，(3.3)成立。 
其次，我们证明 0 0x X∃ ∈ ，s.t.  

( ) ( )
0

0, ,
x X

F x X co F x x S
∈

   + ≠ ∅    
  , 0y X∀ ∈                      (3.4) 

事实上，假设 
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( )
0

,
x X

z co F x x S
∈

 ∉ + 
 


, 

即， 

( ) ( )
0

,
x X

z S co F x x
∈

 − = ∅ 
 

   

因此，由强凸分离定理可知，存在非零线性泛函 *s  ( * 0s ≠ )，s.t.  

( ) ( )* *s z s s u− ≤ , ( )
0

,
x X

u co F x x
∈

 ∀ ∈  
 
 , s S∈                      (3.5) 

由(3.5)可知 ( ) ( ) ( )* * *s z s s ts ts s− ≤ = ， 0,t s S∀ ≥ ∈ 。又因为 { }* * \s S θ∈ ，所以 ( )* 0s s ≥ 。若不然，

s S∃ ∈ ，s.t. ( )* 0s s < ，当 ( )*ts s → −∞， t →∞时， ( ) ( )* *s z s ts s− ≤ 与矛盾。 

由(3.5)可知，取 0s = 得 

( ) ( )* *s z s u< , ( )
0

,
x X

u co F x x
∈

 ∀ ≠ ∅ 
 

 
 

由(3.3)得。 0 0x X∃ ∈ ， 

s.t.  ( ) ( )* *s w s z> , ( )0,w F x X∀ ≠ ∅  

又因为 *s 单调递增，所以 

( )( )0,z F x X S+ = ∅  

(3.4)得证。 
下面类似于定理 3.1 中的证明。 
定理 3.2 证闭。 
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