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摘  要 

本文对弹性边界和热环境下带有镍钛合金钢丝绳(NiTi-ST)的变厚度功能梯度材料组合梁(FGMs)的力学

性能和非线性振动控制进行了研究。根据Euler-Bernoulli假设，建立了带有镍钛合金钢丝绳的变厚度

功能梯度材料组合梁的能量表达式。基于瑞利–里茨法，求解了弹性边界和热环境下的变厚度功能梯度

材料组合梁的固有频率和模态函数。通过有限元法(FEM)和理论结果的比较，验证了理论方法的正确性

和收敛性，讨论了梁的厚度参数和环境的温度对系统固有特性的影响。此外，利用拉格朗日方程，推导

了系统的动力学方程。应用谐波平衡法求得系统的幅频响应曲线，研究了镍钛合金钢丝绳的非线性减振

性能。 
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Abstract 
In this paper, the mechanical properties and nonlinear vibration control of variable thickness 
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FGMs combined beams with NiTi-ST under elastic boundary and thermal environment are inves-
tigated. According to the Euler-Bernoulli hypothesis, the energy expression of the variable thick-
ness FGMs combined beam with NiTi-ST is established. Based on the Rayleigh-Ritz method, the 
modal function and natural frequency of the variable thickness FGMs combined beams under elas-
tic boundary and thermal environment is solved. The correctness and convergence of the theoret-
ical method are verified by the comparison of FEM and theoretical results, and discussed the in-
fluence of thickness parameters and temperature on the natural characteristics of the system. 
Furthermore, utilizing the Lagrange equation, the dynamics differential equation of the system is 
obtained. The amplitude-frequency curve of system is solved by the harmonic balance method, 
and investigated the nonlinear damping performance of the NiTi-ST. 
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1. 引言 

与传统的各向同性材料相比，功能梯度材料可以提供更突出的力学性能，由于其良好的耐热性能和

机械性能，在航空航天领域有广泛的应用。有别于简单的功能梯度梁结构，组合梁结构有着优越的工程

适用性。然而航空航天领域中飞机在高速飞行过程中，机翼受空气动力影响会产生一定的振动，对飞行

安全产生不利的影响，微弱的有害振动就可能导致重大事故的发生，所以组合梁结构的振动分析与减振

具有重要的意义。 
目前，全球温室效应加剧，为了减少碳排放，新能源飞机也成为各国学者研究的热点[1] [2] [3]，而

变厚度组合梁结构广泛存在于航空飞行器中，如飞机的机翼。组合结构相比于简单结构应用范围广，更

能应对复杂的环境条件，所以其研究引起学者们极大的兴趣。魏进[4]提出了获取系统全局模态的一般性

解析方法，并研究了空间组合梁梁的动力学建模和动态响应。张坤[5]发现了一种等跨径连续组合梁桥的

自振频率的快速计算方法，探讨了移动车辆荷载作用下钢–混组合梁桥动力学性能。牛国华等人[6]提出

了一种基于组合变截面梁结构振动特性的计算方法，研究了组合变截面梁的自由振动特性分析。Zhang
等[7]分析了组合梁的振动特性，并对三稳态压电能量阱进行了测试。Cao 等人[8]利用建立的系统动力学

模型，研究了几何非线性和非线性旋转频率的耦合非线性对三稳态旋转能量采集系统的动力学和能量特

性的影响。从上述文献来看，关于变厚度功能梯度材料组合梁的建模过程还不够清晰，组合梁结构建模

困难。因此，有必要建立简易明确的变厚度功能梯度材料组合梁动力学模型，并使其应用于广泛的工程

研究中。 
对于有害振动的减振问题，有很多种方式可用于减振。但是考虑到结构质量和温度在航空航天领域

的限制，设计耐高温的轻质减振结构是至关重要的，镍钛合金钢丝绳恰好满足上述的条件。由于其良好

的减振性能，引起诸多学者的关注。Carboni 等人[9]采用现象学模型与差分进化算法相结合，对三类非线

性系统的动力学响应进行了识别。Brewick 等人[10]讨论了基于数据的镍钛合金钢丝绳的非线性识别和本

构模型。Zang 等人[11]推导了带有镍钛合金钢丝绳的功能梯度矩形板的动力学模型，并进行了非线性振
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动分析。Zheng 等人[12]确定了镍钛合金钢丝绳与复合材料耦合的振动抑制效果和非线性行为。张博文等

人[13]提出了一种新型阻尼装置镍钛合金钢丝绳，并研究了对湿热环境下功能梯度梁的振动控制。综上，

镍钛合金钢丝绳在轻质结构非线性振动减振方面，具有良好的应用前景。并且是功能梯度材料梁减振的

有效方式。 
通过对已有研究的工作分析，尚存在诸多不足。例如热影响分析不明确，组合结构建模困难，变厚

度功能梯度材料组合梁非线性减振研究不充分等。本文针对现有研究的不足，在复杂载荷环境下带有镍

钛合金钢丝绳的变厚度功能梯度材料组合梁的非线性减振方面进行了研究分析。首先根据 Euler-Bernoulli
假设，建立了系统的统一能量表达式。通过瑞利–里茨法求解系统的模态函数，加载镍钛合金钢丝绳，

再使用拉格朗日方程得到系统的动力学方程，并利用谐波平衡法求解动力学方程的近似解析解，最后使

用 Ansys 等仿真软件，对系统进行模态分析，与理论固有频率解对比，证明了本文方法的收敛性和可用

性。且利用谐波平衡法讨论了不同参数对镍钛钢丝绳的非线性减振特性的影响，并得出结论。 

2. 动力学建模 

2.1. 模型描述 

图 1 所示为加载镍钛合金钢丝绳的变厚度功能梯度材料组合梁结构。图 2 为镍钛合金钢丝绳的示意

图。变厚度功能梯度材料组合梁的两端通过一组刚度为 k1、k2、k3、k4的弹簧连接固定，两根梁通过中间

弹簧 k5、k6连接。导入坐标系 o-xz，原点 o 固定在横梁 1 的中性面上。符号 l1、l2、b、h1、h2分别表示横

梁的长度、宽度和高度。在左梁的 x0点加载气动简谐外部激励 F。在计算过程中，忽略了热环境对弹簧

刚度的影响。 
 

 
Figure 1. The model of variable thickness FGMs combined beams 
图 1. 变厚度功能梯度组合梁模型 

 

 
Figure 2. NiTi-ST diagram 
图 2. 镍钛合金钢丝绳示意图 

 
如图 1 所示，功能梯度材料由金属和陶瓷制成，材料属性(包括弹性模量 E、泊松比 v、密度ρ、热

膨胀系数 xα )与温度相关，关系如下所示： 

( ) ( )1 2 3
0 1 1 2 31P T P P T PT P T PT−

−= + + + +                         (1) 

P0、P1、P2和 P3是与温度有关的材料系数，且功能梯度的材料属性沿厚度方向变化： 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 1, 2 2
n

P T z P T P T z h h P T= − + +                       (2) 

式中：n 为材料的梯度指数。 

2.2. 变厚度功能梯度材料组合梁的能量 

2.2.1. 能量表示 
如 2.1 节所示，变厚度功能梯度组合梁系统中存在两根梁，中间采用一系列人工弹簧连接。建模过

程中，可被视为独立的梁结构，最后将所有能量进行相加。结构的势能可以写为： 
2

2 0

1 d d
2

lh

h
U b x zσε

−
= ∫ ∫                              (3) 

根据 von Kármán 理论，应力 σ和应变 ε： 
Qσ ε=                                   (4) 

( )z w xε = − ∂ ∂                                (5) 

式中：w 表示变厚度功能梯度材料组合梁的横向位移。Q 是刚度系数，表示为： 

( ) ( )2, 1Q E z t v= −                              (6) 

式中：E(z,t)是杨氏模量，v 是材料的泊松比。基于 Euler-Bernoulli 理论，位移如下： 
( ) ,  x zu z w x u w= − ∂ ∂ =                            (7) 

式中：ux和 uz表示变厚度组合梁任意位置的轴向和横向位移。 
根据文献[14]，热能可以写为： 

( )22

2 0

1 d d
2

l

hT T
h

U b w x x zσ
−

= ∂ ∂∫ ∫                         (8) 

热应力： 
T TQσ ε=                                  (9) 

式中：热应变 Tε 可以表示为： 
T x Tε α= ∆                                (10) 

式中： xα 为 x 方向热膨胀系数， T∆ 是温度差。 
根据胡克定律，连接处弹簧势能： 

( ) ( )2 2

5 1 2 6 1 2
1 1
2 2c c c ckU k w w k w w′ ′= − + −                    (11) 

式中：k5、k6代表拉伸和扭转弹簧刚度。下标 1 和 2 代表横梁 1 和 2。下标 c 代表连接弹簧位置。 
本文中，两端为弹性边界，采用一系列拉伸和扭转弹簧进行连接，根据胡克定律，两端弹簧势能： 

0 0 1 1

2 2 2 2
1 1 2 1 3 2 4 2

1 1 1 1,
2 2 2 2z yU k w k w U k w k w′ ′= + = +                  (12) 

式中：Uz和 Uy代表两端弹簧的势能，k1、k3和 k2、k4代表拉伸和扭转弹簧刚度。w′代表 w 对 x 的偏导数。

下标 10和 21代表横梁 1 的左端和横梁 2 的右端。 
变厚度功能梯度材料组合梁的动能： 

( ) ( )( )( )2 2

0

2

2

1 d d
2

l
x z

h

h
T b u u x zρ

−
= +∫ ∫                       (13) 

式中： ρ 是梁的密度， xu 和 zu 表示 x 方向和 z 方向位移对于 t 的导数。 

2.2.2. 虚功表示 
复杂环境下的力通常是周期性的，在本文的计算中，简化为一个简谐激励 F： 
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( )sinF Af tϖ=                                    (14) 

式中：ϖ 是力的频率。力 F 所做的功： 

( )
0

sin d
l

FW Af t w xϖ= ∫                                (15) 

铺设系统表面的钢丝绳可以看作一个非线性阻尼力。钢丝绳力的拟合表达式[12]： 
3 2 2

1 3 1 21 12stf K w K w c w r w w r ww= + + + +                          (16) 

式中：K1、K3、c1 分别为线性刚度系数、立方刚度系数和线性阻尼系数，r21、r12 为耦合阻尼系数。钢丝

绳做的功： 

0
d

l
st stW f w xγ= −∫                                  (17) 

式中： γ 为镍钛合金钢丝绳的相对尺寸修正系数。 

2.3. 模态求解过程 

未知的位移函数可以写成： 
( ) ( ) ( ),w t tξ χ ξ= q                                 (18) 

式中： x lξ = 是无量纲长度， ( )χ ξ 是模态函数可以使用多项式表示为： 

( ) ( )
1

N

n n
n

aχ ξ ϕ ξ
=

= ∑                                 (19) 

使用 Schmidt 正交化后的多项式函数代替梁的位移函数，不同边界条件下，多项式的首项是不同的

[15]。本文梁的两端为自由边界，多项式首项为 1。考虑： 

( )max maxT k z yT U U U U U= + + + +                           (20) 

瑞利商取驻值得： 

( )2 0T z y k ω+ + + + − =K K K K K M X                         (21) 

式中：K、KT、Kz、Ky和 Kk分别为弹性势能矩阵、热能矩阵、边界弹簧矩阵和连接弹簧矩阵，M 为质量

矩阵， [ ]Tna=X 是特征向量。通过求解公式(21)，即可得系统的固有频率和模态函数。 

2.4. 动力学方程及其求解 

由 2.3 节瑞利法求得的模态函数，使用拉格朗日方程可得： 
+ + =Mq Cq Kq F                                 (22) 

式中：为了简化计算，C 为瑞利阻尼矩阵，表示为： 
a b= +C M K                                  (23) 

式中：a 和 b 是质量阵和刚度阵的系数，可以写为： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 12 1 1 , 2a bξ ω ξ ϖ ω ω ξ ω ξ ω ω ω= − − = − −            (24) 

利用谐波平衡法求解系统的动力学方程(22)，其解用傅里叶级数表示为： 

( ) ( )
1

cos sin
H

l li li
i

q A i t B i tω ω
=

= +∑                          (25) 

( ) ( )
1

cos sin
H

r ri ri
i

q A i t B i tω ω
=

= +∑                          (26) 

式中：H 为谐波平衡法的阶数，取第一和第三谐波系数为零，用弧长法求解，得到代数方程，通过计算

均方根，可以得到响应的幅频特性曲线。 
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3. 收敛性分析 

从理论上讲，公式(19)中的正交多项式位移函数可以无限展开。因此，由位移函数求解出的固有频率

具有无限项。在实际工程应用中，出于经济和方便的原因，只选择有限项的正交多项式函数。因此，有

必要验证当前方法的收敛性和准确性，以确定合适的正交多项式位移函数项。在本研究中，功能梯度材

料梁由金属(SUS304)和陶瓷(Al2O3)制成，变厚度功能梯度材料组合梁的材料和几何参数如表 1 和表 2 所

示，湿膨胀系数 β和密度 ρ表明不随温度变化。泊松比 ( ) 2 0.3m cv v v= + =  (T = 280 K)。 
 

Table 1. Temperature-dependent coefficients for metal (SUS304) and ceramic (Al2O3) [15] 
表 1. 金属(SUS304)和陶瓷(Al2O3)与温度相关的系数[15] 

Material Property P0 P−1 P1 P2 P3 

Metal 
(SUS30) 

E/Pa 201.04 × 109 0 3.079 × 10−4 6.534 × 10−7 0 

α/(K−1) 12.33 × 10−6 0 8.086 × 10−4 0 0 

β/(m3/kg) 5 × 10−4 0 0 0 0 

ρ/(kg/m3) 8166 0 0 0 0 

Ceramic 
(Al2O3) 

E/Pa 349.55 × 109 0 3.853 × 10−4 4.027 × 10−7 1.673 × 10−10 

α/(K−1) 6.8269 × 10−6 0 1.838 × 10−4 0 0 

β/(m3/kg) 1 × 10−5 0 0 0 0 

ρ/(kg/m3) 3800 0 0 0 0 
 

Table 2. Geometrical parameters of the FGMs combined beams 
表 2. 变厚度功能梯度组合梁的几何参数 

结构参数 符号 数值 单位 

横梁 1 长度 l1 0.25 m 

横梁 2 长度 l2 0.25 m 

横梁 1 厚度 h1 0.005 m 

横梁 2 厚度 h2 0.003 m 

宽度 b 0.015 m 

梯度指数 n 1  
 
表 3 给出了弹性边界条件下变厚度功能梯度组合梁的固有频率。全部弹簧刚度无限大，模拟固定边

界条件。显然，随着项数(NT)的增加，固有频率逐渐收敛，使用 15 项或更多项可以满足实际工程的要求。

在随后的数值研究中，为了考虑经济性和收敛性，选择 NT = 15。 
 
Table 3. Convergence of with elastic supports 
表 3. 弹性边界下的收敛性分析 

 NT = 4 NT = 6 NT = 8 NT = 10 NT = 15 

1 107.75 Hz 105.86 Hz 105.86 Hz 105.86 Hz 105.86 Hz 

2 458.45 Hz 314.30 Hz 313.75 Hz 313.75 Hz 313.75 Hz 
 
采用 APDL 软件进行仿真模拟，证明理论建模过程的正确性。利用 Shell 181 单元和 Combination 250

单元进行模态分析，使用复合材料分层的方式近似模拟功能梯度材料厚度方向连续变化。理论计算和仿

真模拟得出的固有频率如表 4 所示。再比较理论与仿真求解的振型，如表 5 所示，振型趋势一致。结合
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固有频率比较的误差和振型趋势来看，目前本文的变厚度功能梯度材料组合梁的建模过程是完全正确的。 
 

Table 4. Comparing the natural frequency of variable thickness FGMs combined beams 
表 4. 变厚度功能梯度材料组合梁的固有频率比较 

 理论计算(Hz) 仿真模拟(Hz) 误差(%) 

1 105.86 98.10 7.91 

2 313.75 290.39 8.04 

3 574.61 531.76 8.06 

4 985.18 910.02 8.26 
 

Table 5. Modal shapes of the variable thickness FGMs combined beams with the elastic boundary 
表 5. 变厚度功能梯度组合梁的模态振型 

振型阶次 理论 FEM 

1 

 
105.86 Hz 

 
98.10Hz 

2 

 
313.75 Hz 

 
290.39 Hz 

3 

 
574.61 Hz 

 
531.76 Hz 

4 

 
985.18 Hz 

 
910.02 Hz 
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4. 参数影响讨论 

4.1. 温度参数对固有频率的影响 

论当 h2 = 0.003 m 时，首先分析复杂环境中温度参数对系统固有频率的影响。由表 6 可知，温度由

280 K 增加到 290 K 时，一阶固有频率由 105.86 Hz 减小到 59.27 Hz，前四阶固有频率均有所减小。若温

度持续增加，低阶固有频率会逐渐减小至零。所以，在以后的工程环境中，选择合适的温度条件具有重

要的意义。 
 
Table 6. The effect of temperature on the natural frequency 
表 6. 温度对固有频率的影响 

 280 K (Hz) 285 K (Hz) 290 K (Hz) 

1 105.86 86.25 59.27 

2 313.75 293.42 271.38 

3 574.61 548.69 521.33 

4 985.18 960.21 934.38 

4.2. 厚度参数对动力学性能的影响 

4.2.1. 厚度参数对固有频率的影响 
温度对固有频率的影响已经得出结论。采用本文所述方法讨论厚度参数对固有频率的影响，厚度改

变对固有频率影响如表 7 所示。当横梁 2 厚度 h2由 0.003 m 减小到 0.001 m 时，第一阶固有频率由 105.86 
Hz 减小到 74.32 Hz，前四阶固有频率均有减小。由仿真计算和理论计算的对比误差可知，建模过程是完

全正确的。当厚度变薄时，理论与仿真的固有频率误差会稍有增加。 
 
Table 7. The effect of thickness on the natural frequency 
表 7. 厚度对固有频率的影响 

 
h1 = 0.005 m, h2 = 0.003 m h1 = 0.005 m, h2 = 0.001 m 

理论计算(Hz) 仿真计算(Hz) 误差(%) 理论计算(Hz) 仿真计算(Hz) 误差(%) 

1 105.86 98.10 7.91 74.32 67.71 9.76 

2 313.75 290.39 8.04 130.75 116.20 12.52 

3 574.61 531.76 8.06 316.05 271.01 16.62 

4 985.18 910.02 8.26 520.75 474.79 9.68 

4.2.2. 厚度参数对功能梯度材料组合梁振型的影响 
如图 3 所示，探讨厚度参数对振型的影响。由于功能梯度材料属性会随着厚度的改变而有所改变，

所以当横梁 2 的厚度 h2 = 0.003 m 减小到 h2 = 0.001 m 时，横梁 2 的刚度会有所降低，而刚度降低的横梁

2 就更易发生振动，导致振型峰值的横坐标出现在更右处。 

4.2.3. 厚度参数对系统振动响应的影响 
在变厚度功能梯度材料组合梁表面铺设镍钛合金钢丝绳后，讨论厚度参数对幅频特性曲线的影响，

如图 4 所示。幅频特性曲线提取位置为横梁 2 长度的中点，简谐激励加载在横梁 1 长度的中点。由图 4
可知，随着厚度 h2 = 0.003 m 减小到 h2 = 0.001 m 时，幅频特性曲线的幅值增加。幅频特性曲线峰值的横
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坐标左移，其左移趋势与厚度对固有频率的影响一致。镍钛合金钢丝绳的减振效果增加，幅频特性曲线

第一阶的峰值减振效果由 15.42%增加到 35.71%，第二阶的峰值减振效果差距与第一阶相差不大。但无论

厚度如何变化，镍钛合金钢丝绳都有很好的减振效果。 
 

 
Figure 3. The influence of thickness parameter on the modal shapes 
图 3. 厚度参数对振型的影响 

 

 
(1)                                          (2) 

Figure 4. The effect of thickness on the amplitude-frequency characteristic curves: (1) h2 = 0.003 m; (2) h2 = 0.001 m 
图 4. 厚度对幅频特性曲线的影响：(1) h2 = 0.003 m；(2) h2 = 0.001 m 

5. 结论 

本文通过瑞利–里茨法、拉格朗日方程和谐波平衡法等方法对系统进行了动力学分析，得到了加载

镍钛合金钢丝绳后动力学方程的近似解析解，再通过 APDL 软件对系统进行模态响应分析，并与理论的

固有频率对比，证明建模过程的正确性。最后讨论不同参数对系统的影响，得到结论如下： 
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1) 温度对系统固有频率有较大的影响。随着温度由 280 K 升高到 290 K，一阶固有频率逐渐由 105.86 
Hz 降低至 59.27 Hz。此后，随着温度再次升高，低阶固有频率会逐渐减小至零。所以，在不同的温度条

件下，系统有其独特的动力学性能。 
2) 厚度对系统固有特性也有着不小的影响。当横梁 2 的厚度由 0.003 m 减小到 0.001 m 时，系统的

一阶固有频率由 105.86 Hz 降低至 74.32 Hz，前四阶固有频率均有减小。由于厚度变薄导致刚度降低，薄

的位置更易振动，所以导致振型峰值的横坐标右移。 
3) 当横梁 2 厚度变小时，变厚度功能梯度材料组合梁的幅频特性曲线的幅值增大，峰值的横坐标左

移，钢丝绳减振效果增加。无论厚度如何变化，镍钛合金钢丝绳都有很好的减振效果。所以在轻质结构

减振方面，镍钛合金钢丝绳具有良好的应用前景。 
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