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摘  要 

为了构建一种合理的线性代数内容体系，通过将矩阵看成是从自然数、整数、实数、复数延伸扩展而来

的一种新的数据对象，并将线性代数的核心内容概括为：为矩阵这一新的数据对象引入运算(矩阵运算)、
消元法解线性方程组的矩阵应用、公式法解线性方程组的矩阵应用(行列式、克拉默法则)、向量表示视

角下的线性方程组及其求解(向量组的线性相关性)、欧式空间的向量表示视角(向量空间)、矩阵表示视

角下的线性变换(线性空间与线性变换)。基于此内容框架，对线性代数的内容体系进行了分析和梳理，

在此基础上提出了一种新颖的工科线性代数教材内容体系设计思路。 
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Abstract 
In order to build a reasonable content system of linear algebra, by regarding matrix as a new data 
object that extended from natural number, integer number, real number and complex number, the 
core content of linear algebra is summarized as: introducing operations for matrix, matrix appli-
cation in solving linear equations by elimination method, matrix application in solving linear equ-
ations by formula method (determinant, Cramer’s rule), the linear equations and their solutions 
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under the perspective of vector representation (linear correlation of vector groups), Euclid space 
under the vector representation perspective (vector space), and the linear transformation under 
the perspective of matrix representation (linear space and linear transformation). Based on this 
content framework, the content system of linear algebra is analyzed and sorted, and a novel de-
sign idea of the content system of linear algebra textbooks for engineering students is put forward. 
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1. 引言 

瑞典数学家 Lars Garding 在其名著 Encounter with Mathematics 中说：“如果不熟悉线性代数的概念，

要去学习自然科学，现在看来就和文盲差不多。”，然而“按照现行的国际标准，线性代数是通过公理

化来表述的，它是第二代数学模型，……，这就带来了教学上的困难。”[1] Lars Garding 的名言表明了

线性代数在自然科学中的重要地位，也点出了公理化体系下线性代数教学的困境。如何设计线性代数的

内容体系，关系到学生学习的积极性的发挥以及对线性代数相关知识的真正理解、掌握和应用。但是，

国内使用广泛的线性代数教材，一上来就是天外来物式的逆序数式行列式定义，然后就是些沉闷的有关

行列式性质的证明；然后才是矩阵及其运算；然后是矩阵的初等变换和线性方程组，这其中，用最高阶

非零子式来定义矩阵秩，也一样过于“曲高和寡”且不具有实操性。接下来的向量组的线性相关性有关

内容，也是从理论到理论，一堆的定理、证明，冗长艰涩。学生前半期学的艰涩枯燥，严重影响学生学

习后面对工程应用更为重要的向量空间、特征值与特征向量、线性空间与线性变换等内容的积极性。 
为此，已经有不少学者对线性代数的内容体系进行了探索和改革。文献[2]和文献[3]均对线性代数课

程内容的关联性进行了分析研究。西安电子科技大学的杨威等[4]在其在线开放课程《实用大众线性代数》

中对线性代数的课程体系和教学内容进行了改革与实践。作者也在教材[5]中进行了初步的探索与实践。 
如何合理组织安排线性代数各部分内容，在保持其逻辑严谨性的同时，尽可能避免传统线性代数内

容的抽象与晦涩性，力求具体直观和通俗易懂，突出工科特性，是个非常重要的问题。为此，本文从新

数据对象引入、为新数据对象引入数学运算、新数据对象的应用这一逻辑思路出发，将矩阵看成是从自

然数、整数、实数、复数等顺延扩展引入的一种新的数据对象，并将线性代数的核心内容看作是围绕矩

阵这一新的数据对象而引出的运算及相关应用，并以此对线性代数的内容体系进行了分析和梳理，在此

基础上提出了一种新颖的工科线性代数教材内容体系设计思路。 

2. 线性代数内容的逻辑体系分析 

我们知道，本科线性代数课程的核心内容包括：矩阵的定义及其运算、线性方程组、行列式、向量

组的线性相关性、向量空间、特征值与特征向量、二次型与标准型等。 

2.1. 矩阵 

矩阵是线性代数的核心数据类型或对象，是线性代数的基石。矩阵，顾名思义，就是矩形数据阵列。
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从自然数到整数到有理数到实数再到复数，我们学习、研究的数据类型或对象一步步拓展。将一个个矩

形的数据表或数据阵列作为一个整体进行研究，很自然的引出了矩阵这一新的数据类型或对象。类似实

数或复数的运算，自然引出矩阵的加、减、数乘、乘法、逆运算及分块矩阵运算。图 1 给出了从实数到

矩阵的演化逻辑。 
 

 
Figure 1. Evolution from Real Number to Matrix 
图 1. 从实数到矩阵的演化 

2.2. 矩阵在线性方程组中的应用 

线性方程组及其求解可以看作是矩阵对象引入后矩阵的第一个应用。图 2 详细给出了矩阵、向量表

示视角下线性方程组及其求解所构建的内容体系图。 
 

 
Figure 2. Content system diagram of linear equations and their solutions from the perspective of matrix and vector represen-
tation 
图 2. 矩阵、向量表示视角下线性方程组及其求解构建的内容体系图 

2.2.1. 矩阵表示视角下的线性方程组及其求解 
1) 消元法解线性方程组：有了矩阵对象并给其定义了一些运算后，自然的获得了它的第一个应用：

将线性方程组用矩阵来表示，并将解方程的消元法对应成矩阵的初等行变换。为此，自然引出矩阵的初

等变换、行阶梯矩阵、行最简形、标准型等概念；然后将矩阵行阶梯阵的非零行的行数定义为矩阵秩。

相比于最高价非零子式秩的定义的抽象和不可实际计算性，该秩的定义不仅具体(可以对应于线性方程组

中的有效方程个数)而且具有可计算性(化矩阵为行阶梯矩阵，然后数数非零行的行数)。有了初等行变换
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和秩的概念，便可以根据具体线性方程例子，总结归纳出非齐次和齐次线性方程组有解、有唯一解、无

解等与秩的关系的相关定理。所有这些，都力求通俗易懂，浅显直观，尽可能避免抽象和神来之物式的

数学定义、定理、证明。有了初等变换后，对单位矩阵进行一次初等变换便得到了出初等矩阵。然后将

矩阵初等变换转化为初等矩阵与矩阵的乘积问题，也就可以推导出求矩阵逆的初等变换法。至此，消元

法解方程引出的系列内容大体完结(还剩基础解系等问题)。 
2) 公式法解线性方程组(克拉默法则)及行列式 
对 n 个方程 n 个变量的非齐次线性方程组，探讨其一般求解公式法。由二元非齐次线性方程组 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

a x a x b
a x a x b

+ =
 + =

解的一般公式 22 1 12 2 1
1

11 22 12 21

a b a b Dx
a a a a D

−
= =

−
、 11 2 21 1 2

2
11 22 12 21

a b a b Dx
a a a a D

−
= =

−
，可以引出二阶行列式

的定义 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − 。类似地，三元非齐次线性方程组 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2
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b a a a a b a b a b a a a b a a a b
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可以引出三阶行列式 
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通过分析 
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可得出三阶行列式按行按列展开的公式。若定义一阶行列式为一个数本身，则二阶行列式也可以按

行按列展开。由此引出矩阵的按行按列展开的递推式定义。其他行列式性质皆由此定义获得，完全避开

逆序数式行列式定义。 

2.2.2. 向量表示视角下的线性方程组及其求解 
将矩阵 A 按行按列分块，矩阵更可对应成向量组的形式。Ax 更对应向量组的线性组合问题；Ax = 0

有解、无解对应向量组的线性相关和线性无关；Ax = b 对应一个向量能由一个向量组线性表示问题；AX = 
B 对应向量组 B 能由向量组 A 线性表示问题；当 AX = B 有解且 BY = A 也有解时，对应向量组 A 与向量

组 B 等价。这样一来，传统上学生学得非常累的充满晦涩证明的向量组的相关性问题就变得简单——无

非就是新瓶(向量组)装旧酒(线性方程组有解无解问题)。 

2.3. 向量与空间 

向量空间相关内容的逻辑体系分析见图 3。将空间点对应成向量，由一维实数空间 R(对应数轴上的

点，一维向量)到二维实数空间 R2 (二维平面点，二维向量)到三维实数空间 R3，自然过度到 Rn，然后自

然引出向量空间的定义、子空间的定义。由自然基极其坐标(对应笛卡尔坐标系极其上的点的坐标)引申出

向量空间的基与坐标、不同基下坐标的转移计算等内容。 
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Figure 3. Analysis of logical system of vector space related content 
图 3. 向量空间相关内容逻辑体系分析 

 
由点 x 到原点的距离公式 2

ii x∑ 引出向量的 l2-范数(长度)，由
2

2
Tx x x= 引出向量 x、y 的内积

[ ], Tx y x y= ，然后再引出向量的夹角、向量正交等系列内容。 

2.4. 矩阵表示视角下的线性变换 

矩阵表示视角下的线性变换内容体系见图 4 所示。 
 

 
Figure 4. Content system of linear transformation from the perspective of matrix representation 
图 4. 矩阵表示视角下的线性变换内容体系 
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引申出线性变换 y = Ax，将方阵 

与向量的乘法运算看成线性变换。由 y=Ax抽象出一般的线性变换T的定义及性质，以及二者之间的关系。 
对给定的线性变换 T (设其对应的方阵为 A)，是否存在某向量，使得该向量在变换 T 下仅改变大小，

不改变方向呢？写成矩阵表示，即给定方阵 A，是否存在 x 及数 λ ，使得 Ax xλ= ？由此引申出特征值、

特征向量的定义及其计算问题。 
由旋转变换对应的矩阵的特点引出正交矩阵的概念及性质。由同一线性变换在不同基下的矩阵表示

引出相似矩阵、相似变换问题。一个线性变换(对应一个方阵)在什么基下会对应成各分量的尺度变换(对
角矩阵)的问题引出矩阵的对角化问题。实对称矩阵对应二次型，二次型通过什么变换可化为标准型的问

题引出对称矩阵的对角化问题。 
线性变换存在的问题是它只对应方阵乘法运算，对于一般的矩阵乘法运算，它对应什么几何问题？

进一步的，当然也可以把一般的矩阵乘法运算看成是线性映射，但这已超出我们多数线性代数教材所涉

及的内容范畴。 

3. 工科线性代数教材内容体系设计思路 

根据以上线性代数内容的逻辑体系分析，一种新颖的线性代数教材内容编排设计如表 1 所示。 
教材[5]大体是按表 1 的编排体系进行内容布局，但仍有一些不相符的地方，我们将对其进一步进行

修订，使其内容尽可能通俗、直观而不失严谨，并尽可能降低传统线性代数课程的抽象与晦涩性，在其

内容中进一步结合工程应用实例，拓展学生视野，融合科学计算软件，在掌握基本的数学原理的基础上，

真正培养学生的科学计算能力和应用线性代数知识解决实际问题的能力。 
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Table 1. A novel content arrangement of Linear Algebra textbook 
表 1. 一种新颖的线性代数教材内容编排 

章节 内容 

1 矩阵及其运算 

2 线性方程组与矩阵的初等变换 

3 行列式与克拉姆法则 

4 向量组的线性相关性 

5 向量空间 

6 线性空间与线性变换 

通过实例引入矩阵这一新的数据对象及其运算 

矩阵表示视角下的消元法解线性方程组 

矩阵表示视角下的公式法(克拉姆法则)解线性方程组 

向量表示视角下的线性方程组问题 

空间的矩阵表示视角 

线性变换的方阵表示视角 

4. 结论 

本文从矩阵对象这一视角出发，对线性代数的知识体系进行了梳理和分析，在此基础上给出了一种

新颖的线性代数教材内容编排设计思路。如何在这些内容体系中进一步融入工程应用和科学计算，是下

一步值得探索的研究方向。 
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