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摘  要 

目前，关于特征值的研究主要集中在特征值互补、特征值估计和运用算法计算特征值等方向。受张量绝

对值方程 mx x b − − =1 启示，本文考虑一类新形式的特征值问题，并提出梯度神经网络方法求解新形式

张量特征值和特征向量。数值实验表明了梯度神经网络方法求解该问题的可行性和有效性。 
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Abstract 
At present, research on eigenvalues mainly focuses on complementary eigenvalues, eigenvalue es-
timation, and the application of algorithms to calculate eigenvalues. Inspired by the tensor absolute 
value equation mx x b − − =1 , this paper considers a new form of eigenvalue problem and pro-
poses a gradient neural network method to solve the eigenvalues and eigenvectors of the new form 
tensor. Numerical experiments have shown the feasibility and effectiveness of using gradient neural 
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network methods to solve this problem. 
 

Keywords 
Tensor, Eigenvalue, Gradient Neural Network 

 
 

Copyright © 2024 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 介绍 

2005 年，Qi 在[1]中提出了张量特征值的概念，即，令 ( )1 2 mi i ia=


 是一个 m 阶 n 维张量，若存在一

个数 Cλ∈ 和非零向量 nx C∈ 满足 
[ ]11 mmx xλ −− = ， 

则λ 叫做张量的特征值，x 叫做λ 所对应的特征向量，其中 1mx − 和 [ ]1mx −
都表示一个 n 维向量，且 

( ) }{2 2
2

1 , 1,2, , ,
m m

m

n
m

ii i i ii i i
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[ ]( )1 1.m m
ii
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若 λ 和 x 都属于实数域，则 ( ), xλ 叫做张量的 H-特征对。此外，Qi 也在[1]中定义了 Z-特征值，

即，若存在数 Rλ∈ 和向量 nx R∈ 满足  

 
1

T

,
1,

mx x
x x

λ− =


=


 (1.1) 

则称特征对 ( ), xλ 是 Z-特征对。值得注意的是， λ 和 x 属于复数域时，称特征对 ( ), xλ 为 E-特征对。 
张量 Z-特征值在许多实际问题中都被运用，如自动控制[2]，人脑科学[3]，统计数据分析中的最佳秩

一逼近[4]等领域。为此，很多学者对张量 Z-特征值的求解展开了研究。 
目前，已经有许多计算对称或非负张量 Z-特征对的算法，但是结合[5]中的张量绝对值方程 

 1 ,mx x b− − =  (1.2) 

以及张量 Z-特征值的一般形式(1.1), 考虑形式为 
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x x
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 (1.3) 

的特征值问题。其中是非奇异张量， ( )T
1 2, , , nx x x x=  ，受[6]启示，(1.3)可改写成 

1

T

,
1,

mx Dx
x x
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其中 ( ) n n
ijD d R ×= ∈ ，是一个对角矩阵，其主对角线元素 iid 满足 
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该问题涉及到绝对值，其在原点处是不可微的。据我们所知该问题还未研究，这便是本文的研究意义。 
求解(1.3)中 λ 和 x 的过程实际上是求解约束化非线性方程组的问题。非线性方程组的求解方法有许

多，比如说梯度投影法、罚函数法等。在本文，我们用梯度神经网络方法求解含有绝对值形式的张量特

征值和特征向量。 

2. 构造梯度神经网络模型 

梯度神经网络现在已经被认为是数值计算中的一个强大的算法[4]，在矩阵求逆和 Drazin 逆[5]，线性

和非线性方程组[6]的求解等领域有着十分重要的作用。鉴于其高速处理特性和在实际应用中硬件实现的

方便性，更多梯度神经网络求解线性方程组与非线性方程组问题见[7]-[10]。 
为了监测和控制(1.3)的求解过程，根据梯度神经网络方法设计思路[11]，首先定义一个误差函数 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0, : .m nE x t t x t t Dx t Rλ λ−= − ∈  (2.1) 

为了迫使 ( ) ( )( ),E x t tλ 收敛于零。类似于[12]的工作，接着定义一个监测误差函数 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
21

2

1, : .
2

me x t t x t t Dx t Rλ λ−= − ∈  

显然，当监测误差函数 ( ) ( )( ),e x t tλ 收敛于零时， ( ) ( )( ),E x t tλ 也收敛于零。 
为了实现 ( ) ( )( ),E x t tλ 收敛到零的目的，根据梯度神经网络设计方法，监测误差函数的负梯度方向

作为下降方向，即 
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把(2.2)展开，有 
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 (2.3) 

其中 1 0γ > 和 2 0γ > 。 
采用欧拉差分对(2.3)进行离散，得 
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 (2.4) 

其中 iτ 是步长， ( )1,2i i i iα τ γ= = ， iτ 应足够小。 
故获得了一个计算(1.3)中 λ 和 x 的算法步骤，如下 
步骤一：给定一个张量 [ ],m nS∈ ，误差参数 0ε > ，最大代步数 maxk 和初始向量 { }T

0 | 1x x x x∈Σ = = ； 
步骤二：令 1 2, 0α α > ， 0 Rλ ∈ ， 0k = ； 
步骤三：当 maxk k< 时，计算 

( )1 ,k k k kx x f x λ+ ← −  

和 
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步骤四：计算 

( )1 1, ;k k k kg xλ λ λ+ +← +  

步骤五：当 1
1 1 1 1 2

m
k k k kx D xλ ε−
+ + + +− < 时，输出 ( )1 1,k kx λ+ + ；否则返回第三步； 

步骤六：结束。 
为了证明算法的有效性，在下一小节，将分析算法的稳定性和收敛性。 

3. 收敛性分析 

本小节，我们讨论所提出的梯度神经网络模型(2.3)的一些收敛性质，首先我们给出定理 3.1。 

定理 3.1 方程(2.1)的每一个解 *x 都是系统(2.3)的平衡点。反过来，若 ( ) ( ) ( )( )21 mm x t t Dλ−− − 是非

奇异，那么系统(2.3)的平衡点是方程(2.1)的解。 
证明：前一部分，显然成立。现证明第二部分。 

假定 *x 是系统(2.3)的平衡点，即 

( )( )( )
*

2 1
1 * *

d 1 .
d

m m

x x

x m x D x Dx
t

γ λ λ− −

=

= − − − −   

由于 ( )( )21 mm x Dλ−− − 是非奇异矩阵， 1 0γ > ，进而有 1
* * * 0mx Dxλ− − = 。因此 1

* * *
mx Dxλ− = 。证毕。 

假定 ( )* *, xλ 满足 1
* * *
mx Dxλ− = 。由[13]可知，平衡点 *x 附近找到邻域 0δ > ， 

( ) { }* * 2, : | .nB x x R x xδ δ= ∈ − <  

使得 ( )( )21 mm x Dλ−− − 是非奇异矩阵。 
定理 3.2 若张量

[ ],m nS∈ 满足 1
* * *
mx Dxλ− = 。初始向量 ( )0 *,x B x δ∈ ，则从初始向量 0x 出发的 x 都

会收敛到 *x 。 
证明：构造一个 Lyapunov 函数 
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求 ( )L t 关于时间 t 的导数得 
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其中矩阵 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )T2 21 1m mH m x t t D m x t t Dλ λ− −= − − − −  是对称正定。则对任意 ( )*,x B x δ∈ ，

( ) ( ) ( )( )21 mm x t t Dλ−− − 是非奇异的，我们有 
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其中 minλ 和 maxλ 是矩阵H 的最小和最大特征值。函数 ( )x xφ = 是单调递增的奇函数，所以 ( ) ( )x xφ φ− = − ，

再加上 
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参数 1 0γ > ，故 ( )L t 关于时间 t 的导数满足 
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因 ( )L t 是正定函数， ( )L t 是负定函数，满足 Lyapunov 稳定性条件，故误差函数 ( ) ( )( ),E x t tλ 会收敛

于零。换句话说，状态向量 ( )x t 在 ( )*x t 处是渐近稳定的。证毕。 
定理 3.3 模型(2.3)的收敛速率为 1γ β ，其中 ( )min Hλ 。 
证明：根据(3.1)，有 
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   (3.2) 

求解(3.2)得 

( ) ( ) 120 e .L t L γ β−≤  

因此 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1
0 02 2

, , e .tE x t t E x t t γ βλ λ −≤  

显然，模型的收敛速率为 1γ β 。证毕。 

4. 数值实验 

本小节，我们用一些数值例子来表明提出的梯度神经网络求解该问题的有效性和可行性。例 4.1 和

例 4.2 均在 Python 上实验。 
例 4.1 [14]令张量 [ ]4,2S∈ ，其具体值如下 

1111 2222 1112 1211 1121

2122 1222 2212 2221

4 , 1,
3

.

a a a a a

a a a a

= = = = =

= = =
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用梯度神经网络来求解例 4.1 时，选择误差
610ε −= 和最大迭代步数 max 1000k = 。同时，为了方便，

取 1 2α α α= = ，初始特征值 0 0λ = 和特征向量 ( )T
0 1,0x = ，获得了部分数值结果见表 1。 

 
Table 1. Partial results calculated by layered neural networks (1) 
表 1. 梯度神经网络计算出的部分结果(1) 

λ  x CPU(s) IT 1α  error 

−3.1547 ( )T0.7071, 0.7071− −  0.0117 19 1 6.72 × 10−8 

−3.2525 ( )T0.8919, 0.4520− −  0.0053 17 1.1 4.62 × 10−8 

−3.2525 ( )T0.8919, 0.4520− −  0.0076 18 1.08 4.01 × 10−8 

 
例 4.2 [15]令张量 ( ) [ ]3,3t S∈ ，其具体值如下 

( )
( )

2
111

211 121 112

311 131 113

20 2,

cos 20 ,
21.

a t

a a a t
a a a t

= − +

= = = −

= = = − +

 

其他 0ijka = ，其中 [ ]0,20t∈ 。 
用梯度神经方法求解张量 ( )t 在 20t = 时的特征值和特征向量，选择初始特征值 0 1λ = ，初始特征向

量 ( )T
0 1,1,1x = 且误差 710ε −= 。为了简便，取 1 2α α α= = 。获得了部分数值结果见表 2。 

 
Table 2. Partial results calculated by layered neural networks (2) 
表 2. 梯度神经网络计算出的部分结果(2) 

λ  x CPU(s) IT 1α  error 

2 ( )T1, 0, 0  0.0024 10 0.9 1.02 × 10−7 

2 ( )T1, 0, 0  0.0003 1 1 0 

2 ( )T1, 0, 0  0.0024 11 1.08 1.02 × 10−7 

5. 总结 

在本文中，利用梯度神经网络方法求解含有绝对值形式的张量特征值和特征向量，数值实验表明了

该方法的有效性，不足之处有两点：第一，梯度神经网络方法中的参数α 是影响收敛时间和误差的，选

择最佳的参数α 是目前急需解决的问题；第二，新形式的张量特征值问题涉及到绝对值函数 x ，由于 x
是非光滑函数，根据已有研究张量绝对值方程的工作，绝对值函数可以用光滑函数逼近。能否用光滑函

数逼近 x ，然后再用神经网络方法求解，这也是一个值得思考的问题。 
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