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摘  要 

在金融市场中，如何构建最优投资组合来平衡风险和回报是当今研究者所面临的主要问题之一。为了构

建最优投资组合，研究者们通常使用的是VaR或CVaR模型。本研究通过综合运用聚类、核密度估计以及

分布鲁棒均值-CVaR模型的方法，从而达到提升股票投资组合的构建和风险管理能力的目的。本文考虑

了包含100只股票日收益数据的实验数据集，通过优化聚类方法，利用核密度估计确定了K-means算法

的最佳聚类中心和k值选取。随后，将聚类后的数据输入核密度估计的分布鲁棒均值-CVaR模型中进行分

析。通过窗口滚动实验，比较了在有无聚类条件下模型对投资组合收益率的影响。结果显示，应用聚类

方法后的模型具有更高的投资组合收益率，有助于投资者更好地平衡风险与回报，构建最优的投资组合。 
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Abstract 
In financial markets, how to construct an optimal investment portfolio that balances risk and return 
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is one of the main challenges faced by researchers today. To build an optimal portfolio, researchers 
typically use VaR or CVaR models. This study aims to enhance the construction of stock portfolios 
and risk management capabilities by comprehensively utilizing methods such as clustering, kernel 
density estimation, and distributionally robust mean-CVaR models. The paper utilized an experi-
mental dataset containing daily returns of 100 stocks. By optimizing clustering methods and deter-
mining the optimal clustering centers and k values of the K-means algorithm using kernel density 
estimation, we then input the clustered data into the robust mean-CVaR model for analysis. By roll-
ing window experiments, we compared the impact of the model on portfolio returns with and with-
out clustering conditions. The results show that the model with clustering methods applied has 
higher portfolio returns, helping investors better balance risk and return to construct optimal port-
folios. 

 
Keywords 
K-Means, Kernel Density Estimation, Distribution Robust Optimization, CVaR 

 
 

Copyright © 2024 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

近年来，随着金融市场的不断发展和变化，投资者对于构建最优的投资组合以平衡风险与回报的需

求日益迫切。为了解决这一问题，研究者们开始探索各种方法和模型来优化投资组合的构建过程。资产

投资组合优化问题涉及在资产和风险之间进行权衡，通过在不同资产上进行投资以实现利益最大化，形

成最佳的投资组合，这是当前面临的核心挑战。 
最初，风险的衡量方法由 Markowitz (1952) [1]提出的方差理论开始，许多学者都在该理论基础上展开

了深入研究。然而，方差理论只考虑了资产收益的波动性，不能全面考虑投资者对不同类型风险的偏好和

敏感度，因此没有充分实现投资者最佳投资组合的目标。之后，Konno 等(1993) [2]提出了均值–绝对偏差

模型，以绝对偏差而非方差来衡量风险。然而，这种方法对尾部风险的度量能力有限。于是，Markowitz (1959) 
[3]提出了半方差来度量风险。随后，VaR (Value at Risk)模型和 CvaR (Conditional Value at Risk)模型成为常

用的风险度量方法之一。Gaivoronski & Pflug (1999) [4]将 VaR 引入投资组合中进行建模求解，然而，VaR
有一些固有的局限性。它只关注损失超过某个临界值的部分，而不考虑超过该临界值后的损失情况，导致

一些实际情况并不能考虑充分。同时，VaR 在极端市场情况下的表现不够稳健，因为它通常假设损失的分

布是固定的。所以后来，Rockafellar & Uryasev (2000) [5] [6]研究了 CVaR，并指出 VaR 不满足次可加性的

性质。但它的计算较为复杂，尤其是当涉及到大规模投资组合或高维数据时。这种复杂性导致计算和优化

难度增加，从而在实际应用中变得不够高效。同时，它的准确性高度依赖于输入数据的质量和准确性。如

果数据存在噪声或不完全，会影响 CVaR 的计算结果，从而影响投资决策的有效性。在国内，牛昂(1997) [7]
研究了 VaR 的计算方法，并对其进行了比较，然而，这种计算方法依赖于对收益分布的特定假设，但在实

际的金融市场中，资产收益的分布可能呈现更复杂的特征，如厚尾分布或非对称分布等，这些都可能影响

VaR 的准确性。随后，姚刚(1998) [8]、刘宇飞(1999) [9]、王春风(2000) [10]等文献提出了改进 VaR 计算方

法的方向，虽然 VaR 的计算结果更为精确，但这些方法还是没有解决对收益分布的特定假设问题。 
为了进一步提高投资组合模型在实际生活中的应用，准确估计参数成为其中的核心问题之一。许多
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研究者尝试采用鲁棒优化的方法来解决参数难以估计的挑战。Lobo 等(1998) [11]提出了鲁棒均值–方差

模型，该模型在考虑投资损失最严重情况下，追求最小偏差。虽然考虑了模型的不确定性，但仍然需要

对不确定性进行某些假设或简化，这些假设不完全符合实际金融市场条件，从而影响了模型的实际效果，

同时在面对极端市场情况或极端事件时，模型的表现仍然不够理想。市场的非线性特征和突发事件超出

了模型的处理能力。Zhu 和 Fukushima (2009) [12]则提出了鲁棒-CVaR 投资组合优化模型，并将问题转化

为半定规划问题，但构建这个模型需要一个确定的不确定性集来描述输入数据的可能变化范围，这个不

确定性集难以构造，从而导致模型过于保守或不够精确，而且随着金融市场的不断变化，这个不确定性

集也需要不断变化。另外，Lei 等(2009) [13]提出了基于均值-CVaR 的鲁棒优化模型，将问题最终转化为

二次规划问题，并广泛应用于投资组合领域。模型考虑了尾部风险的同时提升了投资组合的稳健性，但

对于高维数据或大规模投资组合二次规划的求解是非常复杂的，这就限制了模型的实际应用。 
除了参数估计外，实际金融数据通常是高维且规模庞大的数据集，这也会影响投资组合模型的输出

结果。为了解决这个问题，研究者们尝试使用 K-means 聚类对数据进行降维处理。然而，传统的 K-means
聚类方法在处理大规模复杂数据集时效果不佳。为了改进这一问题，杨娟等(2017) [14]提出了改进的 K-
means 聚类算法，虽然聚类的速度得到了优化，但初始聚类中心没有明确给出，而是随机选取；杜洪波等

(2018) [15]则通过改进的密度峰值算法对 K-means 算法进行了优化，虽然通过密度峰值确定了聚类中心，

但一开始的聚类数目没有根据数据特征进行选取而是随机选取，容易导致聚类效果不佳；而熊开玲等

(2017) [16]则通过核密度估计的方法对 K-means 聚类进行了优化，通过确定半径阈值和密度阈值来确定

了初始聚类数目和初始聚类中心。 
综上所述，为了更好地构建投资组合模型，本文采用了窗口滚动实验方法。选取了包含 100 只股票

的日收益数据作为实验数据集，并利用核密度估计分析了数据集的高斯核密度分布。随后，根据密度分

布设定了半径阈值和密度阈值，以确定 K-means 聚类的初始聚类中心和聚类簇数，从而对数据集进行了

聚类降维处理，让投资组合能够适应高维数据。将处理后的数据集代入投资组合模型中，实验结果表明，

经过聚类处理的投资组合模型具有更高的收益。这些研究结果对于投资者和机构有效地管理投资组合风

险并提高投资绩效具有重要的学术和实践价值。 

2. 研究方法 

2.1. 核密度估计 

核密度估计是一种用于估计随机变量概率密度函数的非参数方法，能够通过数据样本来推断数据的

概率密度分布，从而更好地理解数据分布的特征，为后续的数据分析和建模提供基础，因此被广泛应用

于各个领域。其定义如下所示： 
假设 nx 是属于 R 的独立分布随机变量，分布密度函数为 ( )f x ，则 

 ( )
1

1ˆ , ,
n

i
h

i

x xf x K x R
nh h=

− = ∈ 
 

∑  (1) 

其中 ( )ĥf x 是 ( )f x 的核密度估计，h 为窗宽， ( )K ⋅ 为核函数。 

令 ( ) 1
h

uK u K
h h

 =  
 

，则 (1)式可写成  

 ( ) ( )
1

1ˆ , .
n

h h i
i

f x K x x x R
nh =

= − ∈∑  (2) 

根据以上式子我们可以发现核密度估计不仅与数据集本身有关，还和核函数与窗宽的选取有关。 
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通过熊开玲等[16]使用核密度估计对K-means聚类的优化，我们可以解决多维数据的核密度估计问

题。假设 1 2, , , d
nx x x R∈ ， [ ]1 2, , ,i dx v v v= 

，其中 ix 是一个d维向量。令 ( ) , 1,2, ,jf v j d= 
是第j维概率

密度函数。则 ( ) ( )
1

d

d j
j

f x f v
=

=∏ 。d维的高斯核函数为 

 ( ) ( ) 22
,

1
2 e .

i iv xdd

d
j

K x δ
δ δ

−
−

=

= π ∏  (3) 

高斯核密度估计图如下图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Gaussian kernel density estimation plot 
图 1. 高斯核密度估计图 

 

由图 1 所示，我们可以通过密度分布设定密度阈值和半径阈值，从而确定 k-means 聚类的初始聚类

中心和聚类簇数 k。具体做法是将小于半径阈值的数据点归为一类，并且将大于密度阈值的极大值点作为

初始聚类中心。 

2.2. 均值-CVaR 模型 

在传统形式下均值-CVaR 模型可以表示为 

 ( )
,

min ,T
rW R

u CVaR X
ω η

ω λ
∈ ∈

− +  (4) 

其中 u 代表的是期望收益，ω 代表的是投资权重比，λ 表示厌恶系数，r 表示置信水平。通过 Rockafellar 
& Uryasev [17] [18]对条件风险价值的定义 ( )rCVaR X 可以表示为： 

 ( ) [ ]1min .
1r pR

CVaR X E X
rα

α α
+∈

 = + − 
 
 
 −

 (5) 

假设损失 TX ξ ω= − ，我们把(5)式代入(4)式可以得到均值-CVaR 模型可以变形为 

 
,

1min .
1

T T
pW R

u E
rω α

ω λ α ξ ω α
+∈ ∈

  − + + − − 
     

−
 (6) 

分布鲁棒优化模型是考虑在最坏分布的情况下投资者达到最佳收益，传统的优化模型为 
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 ( )min sup , .px X P
E h x

φ
ξ

∈ ∈
    (7) 

2.3. 核密度估计的分布鲁棒均值-CVaR 模型 

通过构建概率空间，(6)式可以变化为 

 ( ) ( )1

,
min , : ,

1
T T

P PW R
F E E

r
κ
βω α

λω α λα ξ ω ξ ω α
+∈ ∈

   = + − + − −    − 
 (8) 

其中 { }1 ,rκ λ= ，r 和 λ 分别表示置信水平和厌恶系数， [ ] { }: max ,0x x
+
= 。P 是资产收益ξ 的概率分布函

数。如果ξ 独立同步来自函数 P，则(8)式近似于 

 ( ) ( )2

, 1

1min , : .
1

T
T T

i iW R i
F r r

T r
κ
βω α

λω α λα ω ω α
+∈ ∈ =

  = + − + − −  −  
∑  (9) 

其中 { }2 , ,r Tκ λ= ，由于收益金融数据容易出现维数灾难，所以我们通过核密度估计方法，将它转化为有

限维优化问题，假设随机变量 v，它的概率密度函数 ( )vρ 的核密度估计可以表示为： 

 ( )
1

1 .
T

i
i

i

v v
v K

h hδ
ρ δ
∧

=

− =  
 

∑  (10) 

其中核函数 ( ) 0K ⋅ > 并且满足 ( )d 1K v v
∞

−∞
=∫ ， ( ) ( )K v K v− = ， ( )2 dv K v v

∞

−∞
< ∞∫ ， ( )h h T= ，为带宽，

, 1, 2, ,iv i T=  为数据集，δ 表示权向量。 

由(10)式可得(8)式中 ( )T
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 的估计形式为： 
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 (11) 

对于上面公式的表达式我们可以做出如下假设 ( ) ( )du
kG u K x x

−∞
= ∫ ， ( ) ( )du

kG u xK x x
−∞

= ∫ 。如果

( ) ( ) ( ):k k ku uG u G uς = −  ，则 ( ) ( )1, :k ku h h h uτ ς −= ，并且它们满足以下条件 
1) ( ), 0k u hτ∇ ≥ ， 
2) ( ),k u hτ 是联合凸函数， 
3) [ ]u

+
是 ( )k uς 的衰退函数 ( )( )0k uς + ，同时 ( ) [ ] ( ),k u h u o hτ

+
= + 。 

如果知道参数 ( ){ }3 , , , ,r T K hκ λ= ⋅ ，并且给出权向量δ ，我们可以知道核密度估计均值-CVaR 模型，

如下形式 

 ( ) ( )3

, 1
min , , : , .

1

T
T T

i i k iW R i
F r r h

r
κ
βω α

λω α δ λα δ ω τ ω α
∈ ∈ =

 
 
 

 
= + − + − − 

− 
∑  (12) 
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由于权向量δ 不能够准确预估，所以我们需要分布鲁棒优化，即在给定的最坏分布下，我们希望达

到的投资损失最小，模型公式如下所示： 

 ( ) ( )1

, I

1min max , , : .
1

T T
p pW R p

F p E E
r

κ
βω α

ω α ξ ω λα ξ ω α
+∈ ∈ ∈

 = − +    + −
− −

  (13) 

由于(13)式涉及到维数问题，因此我们采用核密度估计的方法，并结合φ 散度，将问题转化为凸优化

问题。我们假设样本 , 1, 2, ,iX i T=  独立同分布于 ( )p ⋅ ，则不确定集为 

 ( ) 1 , ,c c Ti
KDE i

x X
I p x h K R

hφ δ φδ δ−
−

 −  = = ∈Γ ⊆  
  

 (14) 

其中权向量定义为 ( ){ }0: , ,c cφ
φ δ δ θ δ δΓ = ∈Γ ≤ ， ( ) ( )0 0 0

1
, : ,

T

i i i
i

φθ δ δ δ φ δ δ
=

= ∑ 。 

如果我们知道参数 ( ) ( ){ }4 , , , , , ,r R K h cκ λ φ⋅ ⋅ ，并且把(13)式的不确定集 I 换成(14)式，则可以得到核

密度估计的分布鲁棒均值-CVaR 模型 

 ( )3

,
min max , , .

c
KDEW R p I

F p
φ

κ
βω α

ω α
−∈ ∈ ∈

 (15) 

由(12)式可得，(15)式可以变化为如下形式 

 ( ) ( )4

, 1
min max , , : , .

1c
KDE

T
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κ
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− 

∑  (16) 

下面我们将把(16)式转化为凸优化问题。其中(16)式的最大化问题的拉格朗日方程为 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1
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∂ = ∂ ，由于 0 11 cT φδ −= ∈Γ ，所以 c
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其中函数φ 的共轭函数 ( )*φ ⋅ 满足这些形式： R R→ ， ( ) ( ){ }*

0
: sup

t
s st tφ φ

≥
= − 。 

由公式(18)模型(16)最后可以转化为 

 
( )

*

, , , 0 1

,
1min .

T T
T i k i

W u i

r r hu rcu
T uω α

λω τ ω α
λα φ

∈ ∂ ≥ =

 − + − − − ∂ −+ ∂ + +  
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3. 数值实验 

根据对我国股票市场实际情况及上述模型理论的综合考量，我们选取了恒生指数 100 的股票收益率

数据作为研究对象，目的是运用该理论模型进行深入分析。我们利用 Matlab 软件编写了相关程序，对这

些股票的历史数据进行了全面的分析和优化。通过比较在有聚类和无聚类条件下，模型对投资组合收益

率的影响，通过分析在有聚类和无聚类条件下，实验得到的夏普比率、平均换手率以及模型运行时间等

数据结果，我们得出了一些相关结论。 

3.1. 实验准备 

在这个实验中，采用了滚动窗口的方法，选取了恒生指数 100 的股票收益率数据作为研究对象，共

有 2250D = 个数据集。其中，我们设置了窗口宽度 2000T = 天，从 1t T= + 天起，用前 2000T = 天的数据

计算最佳投资权重，然后利用得到的投资权重计算第 1t T= + 天的收益率。每次滚动时，我们增加一个新

的数据并去除一个旧的数据，总共进行了 D T− 次滚动。其中实验参数为： 0.95r = ； 0 1 1
T

δ = ； 10λ = ；

1c = 。 
对经过核密度估计优化的聚类结果进行了细致评估，并将聚类后的数据集代入到投资组合模型中。

通过采用滚动窗口实验的方法，比较了计算得出的收益率曲线、夏普比率、平均换手率以及模型运行时

间等数值结果，以此来深入探索聚类对投资组合模型的影响。 

3.2. 数值结果 

根据我们改进的聚类方法，可以确定选定数据集的聚类中心，如图 2 所示。 
 

 
Figure 2. Cluster centroids plot 
图 2. 聚类中心图 

 
从图中我们可以看出聚类中心为 5 个点，所以我们可以确定聚类簇数 k 为 5。 
我们将经过聚类处理的数据集输入到投资组合模型中，并绘制了具有和没有聚类的投资组合模型的

收益率曲线，如图 3 所示和实验的数值结果，如表 1 所示。 
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Figure 3. Yield curve plot 
图 3. 收益率曲线图 

 
Table 1. Numerical result 
表 1. 数值结果 

评价指标 无聚类 有聚类 

平均收益率 0.0016 0.0017 

收益率标准差 0.0106 0.0111 

夏普比率 0.1502 0.152 

平均换手率 0.0028 0.0000 

模型运行时间 2183 秒 55.21 秒 
 

根据图 3 和表 1 的结果，我们可以观察到经过聚类后的模型具有更高的收益率，并且夏普比率也更

高，这意味着可以实现更高的投资回报。与此同时，聚类后的模型平均换手率较低，这表明投资者可以

减少高额的交易费用，并且显著缩短模型的运行时间。因此，我们可以得出结论，具有聚类的模型在投

资效果上更为出色。 

4. 结论 

本文探索了综合运用聚类、核密度估计以及分布鲁棒均值-CVaR 模型的方法，以提升股票投资组合

的构建和风险管理能力。通过对股票的风险度量、收益率曲线以及最优权重的计算进行分析，得出以下

结论： 
1) 在确定聚类数目和选择聚类中心的过程中，我们设定了初始聚类中心和聚类数目，这样实验结果

不会因为聚类而随意改变模型的投资实验结果。 
2) 通过实验结果我们可以得出，在投资组合模型中使用聚类能够产生更高的收益，相比于没有使用

聚类的模型，能够提高夏普比率，并且降低平均换手率，同时也提高了模型的运算速率。 
3) 结合聚类的投资组合模型能够构建更出色的投资组合，在重新平衡投资风险的同时，可以让投资

者获得更高的回报。这表明基于改进的聚类和核密度估计的分布鲁棒均值-CVaR 投资组合模型具有更广

泛的适用性。 
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