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摘  要 

本论文对Navier-Stokes方程非阻尼极限进行了研究，即对带有阻尼项的Navier-Stokes方程解的极限行

为进行研究。证明了在相同初值条件下，带有不同阻尼项的Navier-Stokes方程的解u均收敛到Navier-
Stokes方程的解v。 
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Abstract 
In this paper, the undamped limit of Navier-Stokes equation is studied, that is, the limit behavior of 
the solution of Navier-Stokes equation with damped term is studied. It is proved that the solutions 
of Navier-Stokes equations with different damping terms converge to the solutions of Navier-Stokes 
equations under the same initial value conditions. 

 
Keywords 
Navier-Stokes Equations with Damping Terms, Navier-Stokes Equations, Convergence of Solutions 

 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2024.139408
https://doi.org/10.12677/aam.2024.139408
https://www.hanspub.org/


刘爱博，王晓燕 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.139408 4276 应用数学进展 
 

Copyright © 2024 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

在物理和数学领域，经典的 Navier-Stokes 方程一直都得到了广泛关注。对此方程的研究已经有了不

少的成果，包括 Ladyzhenskaya 对三维 Navier-Stokes 方程 Suitable 弱解的部分正则性进行了研究[1]，
Seregn 给出了 Navier-Stokes 方程的正则性准则[2]，Robinson 在三维 Navier-Stokes 方程经典理论中证明

了 Navier-Stokes 方程的 3D 弱解的整体存在性和在小初值下 3D 强解的整体存在性[3]，Tsai-Tai-Peng 证

明了 Navier-Stokes 方程具有温和解[4]，Caffarelli-Kohn-Nirenberg 给出了 Navier-Stokes 的偏正则性准则

[5]等。但是目前仍有许多未解难题，比如湍流的数学理论，三维整体正则性，稳态边界值问题等。 
近些年，又有许多学者对带有阻尼项的Navier-Stokes方程进行了研究并且有很多不错的结果。在 2008

年，蔡晓静和久全森研究了带有多项式阻尼项 u uβε 的 Navier-Stokes 方程，他们证明了在一定条件下弱

解的整体存在性，高正则解的整体存在性以及高正则解唯一性[6]。在 2012 年周勇证明了当 3β ≥ 时，带

有阻尼项 u uβε 的 Navier-Stokes 方程强解的整体存在性[7]。在 2013 年，J. Benameur 研究了带有指数阻 

尼项 ( )2

e 1u uβ − 的 Navier-Stokes 方程，证明了弱解的整体存在性[8]和强解整体存在性[9]。当 0ε → 时， 

带有阻尼项的Navier-Stokes方程的解是否或怎样收敛到经典的Navier-Stokes的解是一个有意义并且有趣

的问题，此类问题的研究尚属空白，这个灵感来源于 B. Guo 和 C. Guo 证明了二维非牛顿流体解收敛的

相关问题[10]。所以本论文将在此基础对下面问题进行证明，假设 u 是带有阻尼项的 NS 方程的解和 v 是

经典 NS 方程的解，在一定条件下， w u v= − 均满足下面估计： 

2
2 e

c t

Lw Ct ηε≤  

此外，当 0ε → 时，有 2
2 0Lw → 。 

本论文的结构如下：在第二节，将介绍本论文需要的基本符号和相关引理，在第三节，将考虑带有

多项式阻尼项
1u uβε −

的 NS 方程解的收敛情况，在第四节，将考虑带有指数阻尼项 ( )2

e 1u uβε − 的 NS 方

程解的收敛情况。 

2. 符号表示和相关引理 

这一章，介绍本论文所用到的基本符号和相关引理。规定 Ω 表示环面 nT 或者表示 n 上的有界域，

并且 Ω 和 n 均适用于下面符号，其中 2,3n = 。我们定义符号如下： 
当1 p≤ ≤ ∞时，用 ( )pL Ω 表示通常的 Lebesgue 空间，该空间模表示为

( )PL Ω
⋅ 。用 ( )0,C σ

∞ Ω 表示所有

具有紧支集且散度为零的光滑函数构成的空间。当1 p< < ∞时， ( )pLσ Ω 表示 ( ),cC σ
∞ Ω 在 ( )pL Ω 范数下的

闭包，特别的，当 2p = 时，定义 ( ) ( )2LσΩ = ΩH 。当1 k p≤ ≤ ≤ ∞时， ( ),k pW Ω 表示通常的 Sobolev 空间，

该空间模表示为
,k p⋅ ，特别的，当 2p = 时，定义 ( ) ( ),2k kH WΩ = Ω 。 ( ),

0,
k pW σ Ω 表示 ( ),cC σ

∞ Ω 在 ( ),k pW Ω

范数下的闭包，特别的，当 2, 1p k= = 时，定义 ( ) ( ) ( ) ( )1,2 1
0,W HσΩ = Ω = Ω ∩ ΩV H 。X 表示是 Banach 空间，

该空间模表示为 X⋅ 。当1 p≤ ≤ ∞时，用 ( )0, ;pL T X 表示定义在 ( )0,T 上的函数 ( )f t 的集合在 X 范数下

的值满足 ( )
0

d
T

X
f t t < ∞∫ ，即 ( )

0
0, ; d

Tp
XL T X t= ⋅∫ 。 
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设 ( ) ( ) ( )1 1 1H H HΩ × Ω × Ω 中连续三线形式如下： 

( ) ( )1, , d ,  , ,j
i j

i

v
b u v w u w x u v w H

xΩ

∂
= ∈ Ω

∂∫  

并且具有以下性质： ( ) ( ), , , ,b u v w b u w v= − ， ( ), , 0b u v v = 。 
在三维 Navier-Stokes 方程经典理论中，对下面 NS 方程进行了研究 

( )

( )

( ) ( )

3

3

3
0

0, ,
div 0, ,

NS
0, , ,

0, .

tv v v v
v

v x v x x
u x

η π +

+

∂ − ∆ + ⋅∇ +∇ = ×


= ×


= ∈
 → →∞

 

 
   

其中， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , , , , ,v v t x v t x v t x v t x= = 和 ( ),t xπ 分别表示向量场和流体压力，粘度系数 0η > 是一个

常数，给定函数 ( )0 0v v x= 为初速度。 
定义 2.1 设 Ω 是 nT 、是 n

 或是 n
 中有界域， 2,3n = 。如果 v 的初值 0v H∈ ，且满足下列条件 

i) ( ) ( )20, ; 0, ;v L T L T∞∈ ∩H V ， 0T∀ > ， 
ii) v 满足方程 

( ) ( ) ( ) ( )00 0 0
, , , , 0 ,

s s s
tv v v v v v s sϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− ∂ + ∇ ∇ + ⋅∇ = −∫ ∫ ∫ ， 

则称 v 是 NS 方程在 [ ]0,T 上的弱解，其中， [ ]( )0, 0,C Tσϕ ∞∈ ×Ω 且 ( )div , 0Tϕ ⋅ = 。 
定义 2.2 如果 u 是 Navier-Stokes 方程的弱解且有 

( ) ( )1 2 20, ; 0, ;u L T H L T H∞∈ ∩ ， 

则称 u 是 Navier-Stokes 方程在 [ ]0,T 上的强解。 
引理 2.3 [3]在二维情况下，设 0η > ， 0v H∈ ，则对于任意 0T > ，存在唯一 v 满足： 

( ) ( ) ( )1 1 2 20, ; 0, ; 0, ;v C T H L T H L T H∞∈ ∩ ∩ ， 

此外，存在一个常数 0C > 满足下面不等式： 

2
2

0
sup .L

t T
v C

≤ ≤
∇ ≤  

为了表达简单，在下面证明中让 C 表示一个任意正数，在不同行取值可能不同。 

3. 带有阻尼项 u uβε −1
的 NS 方程解极限的研究 

在本章将证明，在不同维数空间中，当 0ε → 时，带有阻尼项
1u uβε −

的 Navier-Stokes 方程的解在
2L 范数下收敛到 Navier-Stokes 方程的解。 

( )

( )

( ) ( )

1 3
1

3

1 3
0

0, ,
div 0, ,NS

0, , ,
0, .

tu u u u u u p
u

u x u x x
u x

βη ε − +

+

∂ − ∆ + ⋅∇ + +∇ = ×


= ×


= ∈
 → →∞

 

 


 

其中，在阻尼项中 0, 1ε β> ≥ 是两个常数，给定函数 ( )0 0u u x= 为初速度。 
定义 3.1 如果对于 0T∀ > ，函数对 ( ) ( )1, , ,u x t p x t 满足下列条件 
i) ( )( ) ( )( ) ( )( )3 2 3 1 1 30, ; 0, ; 0, ;u L T L T L T Lβ β∞ + +∈ ∩ ∩  H V ， 
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ii) u 满足方程 

( ) ( )3 3 3
1

00 0 0 0
, , 0

T T T T
tu u u u u u uβϕ η ϕ ϕ ε ϕ ϕ−− + ∇ ⋅∇ − ⋅∇ + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

， 

iii) ( )div , 0u x t = 几乎处处成立， ( ) [ ]3, 0,x t T∈ × ， 
则称函数对 ( ) ( )1, , ,u x t p x t 是 NS1方程的弱解，其中， [ ]( )3

0, 0,C Tσϕ ∞∈ × 且 ( )div , 0Tϕ ⋅ = 。 

定义 3.2 如果函数对 ( ) ( )1, , ,u x t p x t 是 NS1方程的弱解且满足 

( )( ) ( )( )3 2 2 30, ; 0, ;u L T L T H∞∈ ∩ V ， 

则称函数对 ( ) ( )1, , ,u x t p x t 是 NS1方程的强解。 
定义 3.3 如果函数对 ( ) ( )1, , ,u x t p x t 是 NS1方程的弱解且满足 

( )( ) ( )( ) ( )( )3 2 2 3 1 30, ; 0, ; 0, ;u L T L T H L T Lβ∞ ∞ +∈ ∩ ∩  V ， 

则称函数对 ( ) ( )1, , ,u x t p x t 是 NS1方程的高正则解。 
下面给出带有多项式阻尼项

1u uβε −
的 NS 方程解存在性定理并对带有多项式阻尼项的 NS 方程解收

敛情况进行证明。 

3.1. 弱解极限行为的研究 

下面在二维空间中，对带有多项式阻尼项
1u uβε −

的 NS 方程弱解的极限行为进行研究。 
引理 3.1.1 [4] (2D 弱解的整体存在性)假设 1β ≥ 和 ( )2

0u ∈H  ，则对于 0T∀ > ，NS1方程存在整体弱

解 ( ) ( )1, , ,u x t p x t 满足： 

2 2 2
22 2 1

010 00
sup 2 d 2 d .

T

L L L
t

T

T
u u t u t uβ

β
η ε +

+
≤ ≤

+ ∇ + ≤∫ ∫  

此外，在 Ω 上也有上述类似引理，即带有阻尼项
1u uβε −

的 NS 方程存在二维整体弱解 u，Robinson
证明了 NS 方程有二维整体弱解 v，下面给出在相同的初值条件下两个解差的估计。 

定理3.1.2 设u是2D-NS1方程下的弱解和 v是 2D-NS方程的弱解，并且有相同的初值 ( )0 0u v= ∈ ΩH ，

则对于
5 8
3 3

β≤ ≤ ，差值 w u v= − 满足下面估计： 

2
2 e

c t

Lw Ct ηε≤ ， 

并且当 0ε → ， 2
2 0Lw → 。 

证明：用 NS1方程的解与 NS 方程的解做差可得 

 ( ) ( ) ( ) 1
 1 0tw u w w v w p u uβη π ε −+ ⋅∇ + ⋅∇ − ∆ +∇ − + = ， (3.1) 

再将(3.1)与 w 做内积并且根据 ( ), , 0b u w w = 化简整理可得 

 ( )2 2
2 2 11 d , , ,

2 d L Lw w b w v w u u w
t

βη ε −+ ∇ = − − ， (3.2) 

先对(3.2)中右边第一项进行估计， 

 ( ) ( ) 4 2 4 2 2 22 2

1 3
2 22 2, , , ,

2L L L L L LL L

Cb w v w b w w v w w v C w w v w wη
η

− = ≤ ∇ ≤ ∇ ∇ ≤ + ∇ ， (3.3) 

这里使用Hölder’s不等式、Gagliardo-Nirenberg不等式和Young不等式，且由引理 2.3知 2Lv C∇ ≤ 。

再估计(3.2)中右边第二项， 
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26
5

22 2

1 1 2 2

10 102 23 3

, ,
2

2

L
L

LL L

u u w u u u

u

w c w

c u w

β
β β β

β

ηε ε ε

ηε

− −

−

− = ≤ + ∇

≤ ∇ + ∇

 

当
5 8
3 3

β≤ ≤ 时，有 

 2 2
2 2

2L LC u w Cηε ε≤ ∇ + ∇ + ， (3.4) 

这里使用 Hölder’s 不等式、Gagliardo-Nirenberg 不等式和 Young 不等式。 
然后将(3.3)和(3.4)代入(3.2)中整理得 

2 2 2
2 2 2d

d L L L

cw C u w C
t

ε ε
η

≤ ∇ + + ， 

再利用 Gronwall 不等式可得 

0
2 22 2

d 2 22 2
0 00

e d e
t c cs t

L

t

LL Lw w c u c s w ctη ηε ε ε
∫    ≤ + ∇ + ≤ +    ∫ ， 

其中最后一个不等式使用了定理 3.1.1 中结论 2
2

0
d

t

Lu s C∇ ≤∫ ，并且由 2
2

0 0Lw = ，可得 

2
2 e .

c t

Lw Ct ηε≤  

由定理 3.1.2 易知，当 0ε → 时， 2
2 0Lw → 。下面将在三维空间中，对带有多项式阻尼项

1u uβε −
的

NS 方程弱解的极限行为进行研究。 
引理 3.1.3 [4] (3D 弱解的整体存在性)假设 1β ≥ 和 ( )3

0u ∈H  ，则对于  0T∀ > ，NS1方程存在整体弱

解 ( ) ( )1, , ,u x t p x t 满足： 

2 2 2
22 2 1

010 00
sup 2 d 2 d .

T

L L

T

L
t T

u uu t t uβ

β
η ε +

+
≤ ≤

+ ∇ + ≤∫ ∫  

引理 3.1.3 给出了带有多项式阻尼项
1u uβε −

的 NS 方程存在三维整体弱解 u，Robinson 证明了 NS 方

程存在三维整体弱解 v，下面定理给出，在相同的初值条件下两个解差的估计。 
定理 3.1.4 设 u 是 3D-NS1 方程的弱解且满足

0
sup L
t

u c∞
≥

≤ ，v 是 3D-NS 方程的弱解，并且有相同的

初值 ( )3
0 0u v= ∈H  ，则对于

5 7
3 3

β≤ ≤ ，差值 w u v= − 满足下面估计： 

2
2 e

c t

Lw Ct ηε≤ ， 

并且当 0ε → ， 2
2 0Lw → 。 

证明：由(3.2)和 ( ) ( ), , , ,b w u w b w v w= 可得 

 ( )2 2
2 2 11 d , , , .

2 d L Lw w b w v w u u w
t

βη ε −+ ∇ = − −  (3.5) 

先对(3.5)中右边第一项进行估计， 

 ( ) ( ) 2 2 2 2 2 2
2 2, , , ,

2L L L L L L L

cb w u w b w w u w w c w w w wu η
η

∞− = ≤ ∇ ≤ ∇ ≤ + ∇ ， (3.6) 

这里使用了 Hölder’s 不等式和 Young 不等式并且在第二个不等号用了
0

sup L
t

u c∞
≥

≤ 。再估计(3.5)中右
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边第二项 

6 6 2 2 2 26
5

5

1 1 2 2 3 5 5 2, ,
2 2L L L L LL L

u u w u u u uw u w c w c u wβ
β β β β β βη ηε ε ε ε ε− − − −− = ≤ ≤ + ∇ ≤ ∇ + ∇  

当
5 7
3 3

β≤ ≤ 时，有 

 ( )2 2 2 2
2 2 2 2

2 2L L L Lc c u C w C u w Cη ηε ε ε≤ ∇ + + ∇ ≤ ∇ + ∇ + ， (3.7) 

这里使用 Hölder’s 不等式、Gagliardo-Nirenberg 不等式和 Young 不等式。 
然后将(3.6)和(3.7)代入(3.8)中整理得 

2 2 2
2 2 2d

d L L L

cw C u w C
t

ε ε
η

≤ ∇ + + ， 

再利用 Gronwall 不等式可得 

0
2 22 2

d 2 22 2
0 00

e d e
t c cs t

L

t

LL Lw w C u c s w Ctη ηε ε ε
∫    ≤ + ∇ + ≤ +    ∫ ， 

其中最后一个不等式使用了定理 3.1.3 中结论且由 2
2

0 0Lw = ，可得 

2
2 e .

c t

Lw Ct ηε≤  

由定理 3.1.4 易知，当 0ε → 时， 2
2 0Lw → 。 

3.2. 强解极限行为的研究 

下面在二维空间中，对带有多项式阻尼项
1u uβε −

的 NS 方程强解的极限行为进行研究。 
定理 3.2.1 (2D 强解整体存在性)假设 1β ≥ 和 ( )2

0u ∈ V ，则对于 0t∀ ≥ ，NS1 方程存在整体强解

( ) ( )1, , ,u x t p x t 满足： 

( )
( )

2 2
2 2

2 21 12 2
2 2

20 0 00

8 1
sup d 2

1L L
t T L L

T T T
u u s u u u C

β ββ ε
η ε

β

− +

≤ ≤

−
∇ + ∆ + ∇ + ∇ ≤

+
∫ ∫ ∫ ， 

特别的，定理 3.2.1 在周期和非周期情况下均成立，该定理证明类似与文献[7]中强解的证明，只是维

数不同。 
在 Ω 上也上述类似定理成立，即带有阻尼项

1u uβε −
的 NS 方程存在二维整体强解 u，Robinson 证明

了 NS 方程有二维整体强解 v，下面给出在相同的初值条件下两个解差的估计。 
定理 3.2.2 设 u 是 2D-NS1方程的强解和 v 是 2D-NS 方程的强解，并且有相同的初值 ( )0 0u v= ∈ ΩV ，

则对于 1β ≥ ，差值 w u v= − 满足下面估计： 

2
2 e

c t

Lw C ηε≤ ， 

并且当 0ε → ， 2
2 0Lw → 。 

证明：由方程(3.2)可得 

 ( )2 2
2 2 11 d , , ,

2 d L Lw w b w v w u u w
t

βη ε −+ ∇ = − − ， (3.8) 

先估计(3.11)中右边第一项， 
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 ( ) ( ) 4 2 4 2 2 22 2

3 1
2 22 2, , , ,

2L L L L L LL L

cb w v w b w w v w w v c w w v w wη
η

− = ≤ ∇ ≤ ∇ ∇ ≤ + ∇ ， (3.9) 

这里使用了 Hölder’s 不等式、Gagliardo-Nirenberg 不等式和 Young 不等式且第三个不等号使用了引

理 2.3 中结论 2
2

0
sup L

t T
v C

≤ ≤
∇ ≤ 。再估计(3.11)中右边第二项， 

 
2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 2 2

2 2 2 2 2

1, ,

1 1 ,1

L L

L L L L L

u u w u u w c u u w

c u w c u w c wβ

β β β

β β

ε ε ε
η

ε ε ε
η η η

− − −− = ≤ +

≤ + ≤ ∇ + ≤ +
 (3.10) 

这里使用了 Hölder’s 不等式、2D-Sobolev 嵌入和 Young 不等式。 
然后将(3.12)和(3.13)代入到(3.11)中整理得 

2 2
2 2d

d L L

cw c w
t

ε
η

≤ + ， 

再利用 Gronwall 不等式可得 

0
2 2 2

d 2 22
0 00

e d e
t

t
c cs t

L L Lw w c s w ctη ηε ε
∫    ≤ + ≤ +    ∫ ， 

又由于 2
2

0 0Lw = ，所以可得 

2
2 e .

c t

Lw Ct ηε≤  

由定理 3.2.2 易知，当 0ε → 时， 2
2 0Lw → 。下面在将三维空间中，对带有多项式阻尼项

1u uβε −
的

NS 方程强解的极限行为进行研究。 
引理 3.2.3 [5] (3D 强解的整体存在性)假设 3β ≥ 和 ( )3

0u ∈V  ，则对于 0t∀ ≥ ，NS1方程存在整体强

解 ( ) ( )1, , ,u x t p x t 满足： 

( )
( )

2 2
2 2

2 21 12 2
2 2

20 0 00

4 1
sup d

1L L

T T T

t T L L

u u s u u u C
β ββ ε

η ε
β

− +

≤ ≤

−
∇ + ∆ + ∇ + ∇ ≤

+
∫ ∫ ∫ ， 

此外，引理 3.2.3 在 Ω 上也成立。即带有阻尼项
1u uβε −

的 NS 方程存在三维整体强解 u，Robinson
证明了 NS 方程在小初值下也存在三维整体强解 v，下面给出在相同的初值条件下两个解差的估计。 

定理 3.2.4 设u是3D-NS1方程下的强解和 v是 3D-NS方程的强解，并且有相同的初值 ( )0 0u v= ∈ ΩV ，

则对于 3 5β≤ ≤ ，差值 w u v= − 满足下面估计： 

2
2 e

c t

Lw C ηε≤ ， 

并且当 0ε → ， 2
2 0Lw → 。 

证明：由(3.5)可得 

 ( )2 2
2 2 11 d , , ,

2 d L Lw w b w u w u u w
t

βη ε −+ ∇ = − − ， (3.11) 

先对(3.14)中右边第一项进行估计， 

 ( ) ( ) 4 2 4 2 2 22 2

1 7
 2 24 4, , , ,

2L L L L L LL L

cb w u w b w w u w w c w w u w wu η
η

− = ≤ ∇ ≤ ∇ ∇ ≤ + ∇ ， (3.12) 
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这里使用了 Hölder’s 不等式和 Young 不等式。再估计(3.14)中右边第二项， 

6 6 2 2 2 26
5

5

1 1 2 2 3 5 5 2, ,
2 2L L L L LL L

u u w u u w u w c u w c u u wβ
β β β β β βη ηε ε ε ε ε− − − −− = ≤ ≤ + ∇ ≤ ∇ + ∇  

当
5  5
3

β≤ ≤ 时，有 

 2
2

2 LC wηε≤ + ∇ ， (3.13) 

这里使用 Hölder’s 不等式、Gagliardo-Nirenberg 不等式和 Young 不等式。 
然后将(3.15)和(3.16)代入(3.14)中整理得 

2 2
2 2d

d L L

cw w C
t

ε
η

≤ + ， 

再利用 Gronwall 不等式可得 

0
2 2 2

d 2 22
0 00

e d e
t

t
c cs t

L L Lw w c s w ctη ηε ε
∫  ≤ + ≤ +  

 
 ∫ ， 

又由于 2
2

0 0Lw = ，所以可得 

2
2 e .

c t

Lw Ct ηε≤  

由定理 3.2.4 易知，当 0ε → 时， 2
2 0Lw → 。 

3.3. 高正则解极限行为的研究 

这章对二维空间中带有多项式阻尼项
1u uβε −

的 NS 方程高正则解的极限行为进行研究。 
定理 3.3.1 (2D 高正则解的存在性)假设 1β ≥ 和 ( ) ( )2 1 2

0u Lβ +∈ ∩V   ，则 NS1 方程存在整体高强解

( ) ( )1, , ,u x t p x t 满足： 

( )
( )

2 1 22

2 2

22 1 2

0 00
2123 2

2
0 0

sup d d

1
d d ,

2

T T
tL L LL

t T

T

L L

T

u u t u t

u u t u u t

u

C

β
β

ββε β

+
+

≤ ≤

−
−

∇ + + + ∆

−
+ ∇ + ∇ ≤

∫ ∫

∫ ∫
 

特别的，定理 3.3.1 在周期和非周期情况下均可成立，该定理证明类似于文献[6]中强解的证明。 
上述定理在 Ω 上也成立，即带有阻尼项

1u uβε −
的 NS 方程存在二维整体高正则解 u，Robinson 证明

了 NS 方程有二维整体强解 v，下面给出在相同的初值条件下两个解差的估计。 
定理 3.3.2 设 u 是 2D-NS1 方程下的高正则解和 v 是 2D-NS 方程的高正则解，并且有相同的初值

( ) ( )1
0 0 Vu v Lβ += ∈ Ω ∩ Ω ，则对于 1β ≥ ，差值 w u v= − 满足下面估计： 

2

 
2 e

c t

Lw C ηε≤ ， 

并且当 0ε → ， 2
2 0Lw → 。 

证明：由方程(3.5)可得 

 ( )2 2
2 2 11 d , , ,

2 d L Lw w b w v w u u w
t

βη ε −+ ∇ = − − ， (3.14) 

先估计(3.21)中右边第一项， 
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 ( ) ( ) 2 2
2 2, , , ,

2L L

cb w u w b w w u w wη
η

− = ≤ + ∇ ， (3.15) 

这里使用了 Hölder’s 不等式、Gagliardo-Nirenberg 不等式、和 Young 不等式。再估计(3.21)中右边第

二项， 

 2 2 2
1 1 2 2 21 1, , L L Lu u w u u w c u w C wβ β βε ε ε ε

η η
− −− = ≤ ∇ + ≤ + ， (3.16) 

这里使用 Hölder’s 不等式、2D-Sobolev 嵌入和 Young 不等式。 
然后将(3.22)和(3.23)代入到(3.21)中整理得 

2 2
2 2d

d L L

cw C w
t

ε
η

≤ + ， 

再利用 Gronwall 不等式可得 

0
2 2 2

d 2 22
0 00

e d e .
t c cs t

L L L

t
w w c s w ctη ηε ε

∫    ≤ + ≤ +    ∫  

又由于 2
2

0 0Lw = ，所以可得 

2
2 e .

c t

Lw Ct ηε≤  

由定理 3.3.2 易知，当 0ε → 时， 2
2 0Lw → 。在下面定理中，将对三维空间中带有多项式阻尼项

1u uβε −

的 NS 方程的高正则解极限行为进行研究。 

引理 3.3.3 (高正则解的存在性)假设
7
2

β ≥ 和 ( ) ( )3 1 3
0u Lβ +∈ ∩V   ，则 NS1 方程存在整体高正则解

( ) ( )1, , ,u x t p x t 满足： 

( )
( )

2 1 22

2 2

22 1 2

0 00

2123 2
2

0 0

sup d d

1
d d .

2

T T
tL L LL

t T

T

L L

T

u u t u t

u u t u u t

u

C

β
β

ββε β

+
+

≤ ≤

−
−

∇ + + + ∆

−
+ ∇ + ∇ ≤

∫ ∫

∫ ∫
 

同时上述定理在 Ω 上也成立。即带有阻尼项
1u uβε −

的 NS 方程存在二维整体高正则解 u，Robinson
证明了 NS 方程有二维整体强解 v，下面给出在相同的初值条件下两个解差的估计。 

定理 3.3.4 设 u 是 3D-NS1 方程下的高正则解和 v 是 3D-NS 方程的高正则解，并且有相同的初值

( ) ( )3 1 3
0 0u v Lβ += ∈ ∩V   ，则对于

7
2

β ≥ ，差值 w u v= − 满足下面估计： 

2
2 e

c t

Lw C ηε≤ ， 

并且当 0ε → ， 2
2 0Lw → 。 

证明：由方程(3.5)可得 

 ( )2 2
2 2 11 d , , , .

2 d L Lw w b w u w u u w
t

βη ε −+ ∇ = − −  (3.17) 

先估计(3.24)中右边第一项， 

 ( ) ( ) 4 2 4 2 2 22 2

1 7
2 24 4

 , , , ,
2L L L L L LL L

c cb w u w b w w u w w w w u wu wη
η η

− = ≤ ∇ ≤ ∇ ∇ ≤ + ∇ ， (3.18) 
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这里使用了 Hölder’s 不等式、Gagliardo-Nirenberg 不等式和 Young 不等式。再估计(3.24)中右边第二项 

66
5

1 1 2 2, ,
2 L

L

u u w u u w u wc
β

β β β ηε ε ε− −− = ≤ +  

当 5β ≥ 时，有

2

22 1

2 10 2 12 10
27 7

2 LL L
wuc u β

β β β
β β ηε +

− + +
+ +≤ ∆ + ∇  

 2 2
2 2  

2L Lc u w cηε ε≤ ∆ + ∇ + ， (3.19) 

这里使用 Hölder’s 不等式和 Young 不等式且最后一个不等式使用了定理 3.3.3 中结论
1
1

0
sup

t T
u Cβ

β

+

+
≤ ≤

≤ 。 

然后将(3.25)和(3.26)代入到(3.24)中整理得 

2 2 2
2 2 2d

d L L L

cw c u c w
t

ε ε
η

≤ ∆ + +  

再利用 Gronwall 不等式可得 

0
2 22 2

d 2 22 2
0 00

e d e .
t c cs t

L L

t

L Lw w c c u s w ctη ηε ε ε
∫  ≤ + + ∆ ≤ +  

 
 ∫  

其中最后一个不等式中使用了定理 3.3.2 中结论并且由 2
2

0 0Lw = ，所以上式可化简为 

2
2 e .

c t

Lw Ct ηε≤  

由定理 3.3.4 易知，当 0ε → 时， 2
2 0Lw → 。 

4. 三维中带有阻尼项 ( )e u uβε −
2

1 的 NS 方程解极限的研究 

在本章将给出，在三维情况下，当 0ε → 时，带有阻尼项 ( )2

e 1u uβε − 的 Navier-Stokes 方程的解在 L2

范数下收敛到 Navier-Stokes 方程的解。 

( )

( ) ( )
( ) ( )

2 3

2
0

2

3

3

e 1 0, ,

div 0, ,NS
0, , ,

0, .

u
tu u u u u p

u
u x u x x
u x

βη ε
+

+∂ − ∆ + ⋅∇ + − +∇ = ×
 = ×
 = ∈
 → →∞

 

 


 

在阻尼项中 , 0ε β > 是两个常数。给定函数 ( )0 0u u x= 为初速度。 
定义 4.1 如果对于 0T∀ > ，函数对 ( ) ( )2, , ,u x t p x t 满足下列条件 

i) ( )( ) ( )( )3 2 1 30, ; 0, ;u L T L T H∞∈ ∩  H 和 ( ) ( )( )2 2 1 1 3e 1 0, ;u u L T Lβ − ∈  ， 

ii) ( )2

e 1u
tu u u u u pβε∂ − ∆ + ⋅∇ + − = −∇ 于分布意义成立：u 满足方程 

( ) ( ) ( )
2

00 0 0 0
, , , e 1 , , 0

T T T T u
tu u u u u uβϕ η ϕ ϕ ε ϕ ϕ− + ∇ ∇ − ⋅∇ + − =∫ ∫ ∫ ∫ ， 

iii) ( )div , 0u x t = ， ( ) [ ]3, 0,x t T∈ × ， 
则称函数对 ( ) ( )2, , ,u x t p x t 是 NS2方程的弱解，其中， [ ]( )3

0, 0,C Tσϕ ∞∈ × 且 ( )div , 0Tϕ ⋅ = 。 
定义 4.2 如果函数对 ( ) ( )2, , ,u x t p x t 是 NS1方程的弱解且满足 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 3 2 2 3 10, ; 0, ; 0, ;u L T H L T H L T L∞ ∞∈ ∩ ∩ Ω  ， 
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( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 2 1 3e 1 e 1, e,u u uu u u Lβ β β +− − ∇ ∇ ∈ ×  ， 

( ) ( )( )2 2 1e 1 0, ;u u L T Lβ ∞− ∈ Ω  

则称函数对 ( ) ( )2, , ,u x t p x t 是 NS2方程的强解。 

下面给出带有指数阻尼项 ( )2

e 1u uβε − 的 NS 方程解存在性定理并对带有指数阻尼项的 NS 方程解收

敛情况进行证明。 

4.1. 弱解极限行为的研究 

将在三维空间中，对带有指数阻尼项 ( )2

e 1u uβε − 的 NS 方程的弱解极限行为进行研究。 

引理 4.1.1 [6] (3D 弱解存在性)假设 0β ≥ 和 ( )3
0u ∈H  ，则NS2方程存在整体弱解 ( ) ( )2, , ,u x t p x t 满足 

( )2

2 2 2
1

22 2 2 0
0 0

2 d 2 e 1 d .u
L L LL

t t
u u t u t uβα+ ∇ + − ≤∫ ∫  

推论 4.1.2 由 ( ) ( )2 2 1 3e 1u u Lβ +− ∈ ×  可知 ( )3
4

p
p

u L +
≤ <∞

∈ ×


  ，由下面初等不等式可知 

( )2

2 2
1

2 2 2
10 0

1
e 1 d d .

! k

kt u t k
L

L k
u t u t c

k
β β

+

∞
+

=

− = ≤∑∫ ∫  

引理 4.1.1 给出了带有指数阻尼项 ( )2

e 1u uβε − 的 NS 方程存在三维整体弱解 u，Robinson 证明了 NS

方程存在三维整体弱解 v，下面定理给出：在相同初值条件下两个解差的估计。 
定理 4.1.3 设 ,u v 分别是 3D-NS2方程和 3D-NS 方程的弱解，并且有相同的初值 ( )3

0 0u v= ∈H  ，则

对于 0β ≥ ，差值 w u v= − 满足下面估计： 

2
2 e

c t

Lw C ηε≤ ， 

并且当 0ε → ， 2
2 0Lw → 。 

证明：用 NS2方程的解与 NS 方程的解做差可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

2 e 1 0u
tw w u v w w p uβη π ε+ ⋅∇ − ⋅∇ − ⋅ +∇ − + − = ， (4.1) 

再将(4.1)与 w 做内积并且利用 ( ), , 0b v w w = 整理可得 

 ( ) ( )2

2 2
2 21 d , , e 1 ,

2 d
u

L Lw w b w u w u w
t

βη ε+ ∇ = − − − ， (4.2) 

先估计(4.2)中右边第一项， 

 ( ) ( ) 4 2 4 4 2 22 2

1 7
2 24 4, , , ,

2L L L L L LL L

cb w u w b w w u w w c w w wu u wη
η

− = ≤ ∇ ≤ ∇ ≤ + ∇ ， (4.3) 

这里使用了 Hölder’s 不等式、Gagliardo-Nirenberg 不等式和 Young 不等式且第三个不等号使用了推

论 4.1.2 中结论。再估计(4.2)中右边第二项， 

 
( ) ( ) ( )2 2 2

6 66 6
5 5

2

2
2

5
32 2 4 2

2

e 1 , e 1

,

e 1
2

d d
! 2

u u u
L L

L L

k
k

L
k

u w u w c u w

c u x u x w
k

β β β ηε ε ε

β ηε β
∞

+

Ω Ω
=

− ≤ − ≤ − +

 
≤ + + ∇ 

 
∑ ∫ ∫

 (4.4) 
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这里使用了 Hölder’s 不等式和 Young 不等式。 
然后将(4.3)和(4.4)代入到(4.2)中整理得 

2 2

5
32 2 2 4 2

2

d d d
d !

k
k

L L
k

cw c u x u x w
t k

βε β
η

∞
+

Ω Ω
=

 
≤ + + 

 
∑ ∫ ∫ ， 

再利用 Gronwall 不等式可得 

0
2 2 2

d 2 22 2 2 4
0 020

e d d d e
!

t c cks tk
kL L

t

Lw w c u x c u x s w C
k

η ηβε ε β ε+∞

= Ω Ω

∫    ≤ + + ≤ +    
∑∫ ∫ ∫ ， 

其中最后一个不等式使用了推论 4.1.1 中结论。并且由 2
2

0 0Lw = 可得 

2
2 e .

c t

Lw C ηε≤  

由定理 4.1.3 易知，当 0ε → 时， 2
2 0Lw → 。 

4.2. 强解极限行为的研究 

将在三维空间中，对带有指数阻尼项 ( )2

e 1u uβε − 的 NS 方程的强解极限行为进行研究。 

定理 4.2.1 (3D 强解存在性)假设 ( ) ( )3 3
0 4

p
p

u L +
≤ <∞

∈ ∩ ×V


   和 1ε ≥ ， 0β ≥ ，则对于 0t∀ ≥ ，NS2

方程存在整体强解 ( ) ( )2, , ,u x t p x t 满足 

( )

2

2 223

2 2

3 3

22 2 2

0 00

22 2

0 0

1sup e d d d

e d d 2 e 1 d d .

T T

T

u
tL LL

t T

u T u

u u x u t u t

u x t u x t C

β

β β

ε
β

αβ α

≤ ≤

 
∇ + − + + ∆

 
 
 

 
 

+ ∇ + − ∇ ≤

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫



 

 

证明：先用 NS2方程与  tu 做内积可得 

 
( )

2

22 3

3 3 3

2 2 2

22

d d 1 e d
2 d 2 d

1d d d ,
2

u
t LL

t t

u u u x
t t

u u u x c u u x u x

βη ε
β

 
+ ∇ + − 

 

= − ⋅∇ ⋅ ≤ ⋅∇ +

∫

∫ ∫ ∫



  

 (4.5) 

再用 NS2方程 u−∆ 做内积可得 

 
( )

( ) ( )

2 2

2 2 3 3

3 3 3

22 2 2 2

2 2

1 d e d e 1 d
2 d 2

d d d ,
4 4

u u
L Lu u u x u x

t
cu u u x u u x u x

β βεβη ε

η

∇ + ∆ + ∇ + − ∇

= ⋅∇ ⋅∆ ≤ ⋅∇ + ∆

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

  

 (4.6) 

然后将(4.5)和(4.6)相加整理可得 

 
( )

( )

2

2 22 3

2 2

3 3 3

2 2 2 2

22 2 2

d d 1 31 e d
d d 2

e d 2 e 1 d d ,

u
t L LL

u u

u u u x u
t t

u x u x c u u x J

β

β β

ηη ε
β

εβ ε

 
+ + ∇ + − + ∆ 

 

+ ∇ + − ∇ ≤ ⋅∇ ≡

∫

∫ ∫ ∫



  

 (4.7) 

这里使用了 Hölder’s 不等式和 Young 不等式。再对 J 进行估计可得 

 6 3 6 2 6 6 2 2 63
2 2 2 2 3 2 6d .

2L L L L L L L L LJ u u x C u C u C u u Cu u u u uη
≡ ⋅∇ ≤ ∇ ≤ ∆ ≤ ∆ ≤ ∆ +∫  (4.8) 
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这里使用 Gagliardo-Nirenberg 不等式。此外，由初等不等式可得 

 
2

62
21 e

6
u u

uβ β
β

− ≥ ， (4.9) 

再将(4.7)、(4.8)和(4.9)结合可得 

( )

( )

2 2

2 22 3 3

2 2

63 3

22 2 2 2 2

2 6 2

d d 11 e d e d
d d

12 e 1 d e d ,

u u
t L LL

u u
L

u u u x u u x
t t

u x C u C u x

β β

β β

η ε η εβ
β

ε
β

 
+ + ∇ + − + ∆ + ∇ 

 
 

+ − ∇ ≤ ≤ − 
 

∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

然后在 [ ]0,T 上积分可得 

( )

( )

2

2 223

2 2

3

2 2
0

3 3

22 2 2

0 0

22 2

0 0

2 2 2
0 0

11 e d d d

e d d 2 e 1 d d

1 1e d e d .

T Tu
tL LL

uT T u

u u

u u x u t u t

u x t u x t

u u x C u x

β

β β

β β

η ε η
β

εβ ε

ε
β β
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再使用 Gronwall 不等式可得 
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2 223
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∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫



 

 

其中 C 与 2
2

0 Lu 和 ( )3
4

p
p

L +
≤ <∞

×


  相关。 

推论 4.2.2 在定理 4.2.1 的条件下可以推导出 

2

3 3
21 e d du x C u xβ

β
≤ +∫ ∫ 

和 ( )3

1

d , 4.p pu x C β≤ ≥∫  

引理 4.2.1 介绍了带有阻尼项 ( )2

e 1u uβε − 的 NS 方程存在三维整体强解 u，Robinson 证明了 NS 方程

在小初值下有三维整体强解 v，下面给出在相同的初值条件下两个解差的估计。 
定 理 4.2.3 设 ,u v 分 别 是 3D-NS2 方 程 和 3D-NS 方 程 的 强 解 ， 并 且 有 相 同 的 初 值

( ) ( )3 3
0 0 4

p
p

u v V L +
≤ <∞

= ∈ ×


   ，则对于 0β ≥ ，差值 w u v= − 满足下面估计： 

2
 e

c t

Lw C ηε≤  

并且当 0ε → ， 2
 0Lw → 。 

证明：由(4.2)知 

 ( ) ( )2

2 2
2 21 d , , e 1 ,

2 d
u

L Lw w b w u w u w
t

βη ε+ ∇ = − − − ， (4.10) 

先估计(4.10)中右边第一项， 

 ( ) ( ) 4 2 4 4 2 22 2

1 7
2 24 4, , , ,

2L L L L L LL L

cb w u w b w w u w w c w w wu u wη
η

− = ≤ ∇ ≤ ∇ ≤ + ∇ ， (4.11) 
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这里使用了 Hölder’s 不等式、Gagliardo-Nirenberg 不等式和 Young 不等式且第三个不等号使用了推

论 4.2.2 中结论。再估计(4.10)中右边第二项 
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η η

ε ε ε
η η
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≤ − + ∇ + ≤ +

 (4.12) 

这里使用 Hölder’s 不等式、Sobolev 嵌入和 Young 不等式且第五个不等号使用了推论 4.2.2。 
然后将(4.11)和(4.12)代入到(4.10)中整理得 

2 2
2 2d .

d L L

cw w c
t

ε
η

≤ +  

再利用 Gronwall 不等式可得 

0
2 2 2

d 2 22
0 00

e d e
t

t
c cs t

L L Lw w c s w cη ηε ε
∫  ≤ + ≤ 

 
+

  ∫ ， 

由于 2
2

0 0Lw = ，所以上式可以化简为 

2
2 e .

c t

Lw Ct ηε≤  

由定理 4.2.3 易知，当 0ε → 时， 2
2 0Lw → 。 
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