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摘  要 

为了描述移动环境轻度恶化对两个弱合作物种的持久性产生的影响，本文考虑一类带有与时空均相关的

恒正内禀增长函数的格上Lotka-Volterra合作系统。通过构造合适的上下解并结合单调迭代的方法证明

了系统存在两组受迫行波解。 
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Abstract 
In order to characterize the effect of mild deterioration of the shifting environment on the two weakly 
cooperative species persistence, we consider a class of the lattice Lotka-Volterra cooperative sys-
tems with a constant positive intrinsic growth function that is spatio-temporally correlated. By con-
structing suitable upper and slower solutions combined with the method of monotone iteration, we 
prove that there exist two sets of forced traveling wave solutions for the system. 
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1. 引言 

近几十年来，由于全球变暖引起的气候持续恶化，使得地球生态圈受到了严重影响[1]。反应扩散方

程作为研究空间生态学的一种重要工具，通过研究其行波解，可以用来刻画各种生物、物理现象，有着

较强的实际意义[2] [3]。特别地，Berestycki 通过建立如下模型探究了气候变化对单个物种的扩散影响[4]： 
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其中 ( ),u t x 表示物种 u 在 t 时刻位置 x 处的种群密度， 0d > 表示扩散系数， ( ),f x ct u− 表示物种的生长

和种群密度 u 以及环境移动速度 c 有关。文[4]证明了当环境迁移速度很快时，物种将会灭绝。在此之后，

许多学者通过考虑方程(1.1)及其推广形式探究了不同情形下单个物种的动力学行为[5]-[14]。在自然界生

态系统中，物种间普遍存在着合作、竞争、捕食等关系，一个自然的问题是，受种间关系影响时，物种能

否在栖息地中持久生存？最近，Yang 和 Wu 等人通过建立如下 Lotka-Volterra 合作系统研究了当环境严

重恶化时两个合作物种的动力学行为[15]： 
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其中 ( ) ( ), , ,u t x v t x 分别表示物种 ,u v 在 t 时刻位置 x 处的种群密度； 1 20, 0d d> > 为扩散系数；种群的内

禀增长速率 ( ) ( ), : , 1,2i ir t x r x ct i= − = ，反映了栖息地以一个恒正的速度向右移动； 1 2,a a 代表两物种的合

作强度。并且有如下假设： 
(A) 0 , , 1a a< < ； 
(R) ( )ir ⋅ 是上连续非减的有界函数，并且满足 ( ) ( )0 , 1,2i ir r i−∞ < < +∞ = 。 
其中条件(A)表示两物种为弱合作关系，条件(R)包含对 ( )ir ⋅ 的两个主要要求：单调性和符号变化。具

体来说， ( )ir ⋅ 非减表示随着时间的推移，栖息地环境呈恶化趋势。而 ( ) ( )0 , 1,2i ir r i−∞ < < +∞ = 表示恶化

的程度十分严重。通过构造合适的上下解并结合单调迭代，文[15]证明了对于任意给定的栖息地边缘正速

度，系统(1.2)都存在一个非减受迫波，并指出无论栖息地移动的有多慢，由于弱合作关系的存在，两个物

种仍将灭绝，此受迫波代表一类波速与栖息地移动速度保持相同的行波。关于系统(1.2)的更多结果可以

参考[16] [17] [18]。 
注意到系统(1.2)是在连续环境下讨论的，而某些物种的生存环境是由无限多个斑块所组成，例如生

活在分散树洞中的松鼠、池塘里的青蛙等。为了更好地描述此情形下物种的扩散过程，需要将系统离散

化，即研究格上 Lotka-Volterra 系统。例如，Wang 和 Pan 等人通过建立如下格上 Lotka-Volterra 竞争系统

研究了两个竞争物种在移动环境下的传播问题[19]： 
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其中 [ ]( ) ( ) ( ) ( )2N , 1, 2 , 1, , ,W t x W x t W x t W x t W u v= + − + − = 。 1 2,b b 表示两物种间的竞争强度，且 ( )ir ⋅ 满

足如下假设： 
(R1) ( )1r ⋅ 是 上连续非增的有界函数且 ( ) ( )1 10r r+∞ < < −∞ ； ( )2r ⋅ 是 上连续非减的有界函数且

( ) ( )2 20r r−∞ < < +∞ 。 
这表明两个相互竞争的物种的周围环境的变化是不同的。在此条件下，Wang 和 Pan 通过构造上下解

结合单调迭代的方法探究了系统(1.3)的受迫波的存在性以及其间隙形成。随后，Qiao 等人进一步地考虑

了此受迫波的渐近行为[20]。对于系统(1.3)在条件(R)下的受迫波的研究可以参考[21]-[24]。 
值得注意的是，自然界中的某些物种不仅能在优质区域内生存(相对快)，也能在劣质区域内生存(相

当慢)，这导致 ( )ir ⋅ 还存在下面这种无符号变化的情形： 
(R+) ( )ir ⋅ 是上连续非减的有界函数，且 ( ) ( ) 0, 1,2i ir r i+∞ ≥ −∞ > = 。 
这意味着虽然栖息地环境呈恶化趋势，但恶化的程度较低。在此情形下，两个弱合作物种是否能在

栖息地内持久生存是一个值得研究的问题。受上述内容启发，本文考虑如下格上 Lotka-Volterra 合作系统： 
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且假设条件(A)和条件(R+)成立。 
记系统(1.4)的受迫波为 ( ) ( )( ), ,U V x ctξ ξ ξ = − ，代入到系统(1.4)中可得 
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其中 [ ]( ) ( ) ( ) ( )2N , 1 2 1 , ,W t x W W W W U Vξ ξ ξ= + − + − = 。显然，系统(1.5)的解即为系统(1.4)的受迫波。

根据(A)和(R+)可知，系统(1.5)的极限系统存在两个正平衡点 ( )1 2,k k 和 ( )1 2,l l ，其中 
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因此，自然地考虑到系统(1.4)是否存在连接这两个正平衡点的受迫波。具体来说，通过上下解并结

合单调迭代的方法可以证明系统(1.4)存在一组非减受迫波，且该受迫波连接这两个正平衡点。进一步地，

作如下假设： 
(R*) 存在一个正常数ζ ，使得当ξ → +∞时， ( ) ( ) ( )e , 1,2i ir r o iςξξ −+∞ − = = 。 
在此附加条件下，通过构造另一组合适的上下解并结合单调迭代可以证明系统(1.4)还存在一组连接

( )1 2,l l 到 ( )0,0 的受迫波。 
本文其余部分安排如下：在第二节中给出相关的预备知识，首先根据有序上下解的定义构造先验集

并定义一个恰当的积分算子，然后证明该积分算子在先验集上的单调性以及先验集在此积分算子下的不
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变性。在第 3 节构造两组合适的有序上下解以及先验集，结合单调迭代和相关分析技巧得到系统(1.4)的
两个受迫波的存在性。在第 4 节总结本文，结果表明种群栖息地环境轻微恶化时(即 ( ) 0, 1,2ir i⋅ > = )，对

于任意给定的栖息地位置，经过足够长时间，该位置上所研究的两弱合作物种都不会灭绝。 

2. 预备知识 

记 ( ),C   是上全体连续函数所构成的空间， ( ),BC   表示上全体连续有界函数所构成的空间，

且被陚以极值范数： 

 ( )sup ,
R

U U
ξ

ξ
∈

=   

同时，定义 ( ),C   上的正锥 ( ) ( ){ }, | 0,C U C U ξ ξ+ = ∈ ≥ ∀ ∈   。对于任意的 ( )1 2, ,U U C∈   ，若

1 2U U C+− ∈ ，我们记为 1 2U U≥ 或者 2 1U U≤ 。进一步地，对于任意的 ( ) ( )1 2 1 2, , ,U U U V V V C C= = ∈ × ，若

1 1U V≥ 且 2 2U V≥ ，则记U V≥ 或者V U≤ 。 

下面给出系统(1.5)的有序上下解的定义。 

定义 1 设 ( ) ( )( ) ( ), ,U V BCξ ξ ∈   ， { } 1

N
j j

ξ
=
为一列有限递增点列。若对于任意的 { }\ jξ ξ∈ ，

( ) ( )( ),U Vξ ξ 分别满足如下不等式组： 
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则称 ( ) ( )( ),U Vξ ξ 为系统(1.5)的上(下)解。进一步地，若上解 ( ) ( )( ),U Vξ ξ 和下解 ( ) ( )( ),U Vξ ξ 满足

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,U V U Vξ ξ ξ ξ≥ ，则称 ( ) ( )( ),U Vξ ξ 和 ( ) ( )( ),U Vξ ξ 为系统(1.5)的一对有序上下解。 

根据此定义构造如下非空集合： 
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再取参数 
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以及定义算子 
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容易验证如下方程组的解即为系统(1.5)的解。 

 
( )

( )
( )( )

( )
( )

( )( )

1

2

1

2

1 e , d ,

1 e , d .

s
c

s
c

U H U V s s

V H U V s
c

s

c

µ
ξ

ξ

µ
ξ

ξ

ξ

ξ

− −∞

− −∞


=


 =

∫

∫
 (2.2) 

进一步地，定义算子 ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 2, , , ,F U V F U V F U Vξ ξ ξ= ，其中 
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显然，算子 F 在 Ω 中的不动点即为系统(1.5)的解。 
为了运用单调迭代，我们首先通过如下引理说明算子 F 的一些性质。 
引理 1 下列结论成立： 
(i) 当 ( ),U V ∈Ω时，F 是一个非减算子； 
(ii) 若 ( ) ( )( ),U Vξ ξ ∈Ω关于ξ ∈非减，则 ( )( ),F U V ξ 关于ξ ∈也非减； 

(iii) ( )F Ω ⊆Ω。 
证明. (i)令 ( ) ( )ˆ ˆ, , ,U V U V ∈Ω  并且满足 ( ) ( )ˆ ˆ, ,U V U V≥  ，则对于任意的ξ ∈有 
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以及 ( )( ) ( )( )2 2
ˆ ˆ, , 0H U V H U Vξ ξ− ≥  ，再根据 1F 和 2F 的定义可知 
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因此 F 是一个非减算子。 
(ii) 假设 ( ) ( )( ),U Vξ ξ ∈Ω关于ξ ∈非减，那么对于任意的 0ε > 以及任意的ξ ∈，有 
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以及 ( )( ) ( )( )2 2, , 0H U V H U Vξ ε ξ+ − ≥ ，进而得到 
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则 ( )( ),F U V ξ 关于ξ ∈非减。 

(iii) 记 ( ) ( )( ),U Vξ ξ 和 ( ) ( )( ),U Vξ ξ 为系统(1.5)的一对有序上下解，那么由上解及 F 的定义可知 
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( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

1 2

1

1 2

1

1

1

1

1 1

1

1

1, e , d

1 e , d

1 e d

N

N

s
c

s
c

s
c

F U V H U V s s
c

H U V s s
c

cU s U s s
c
U

µ
ξ

ξ

µ
ξξ ξ

ξ ξ ξ

µ
ξξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

µ

ξ

− −∞

− −∞

− −∞

=

= + + +

′ ≤ + + + − + 

=

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫





  

以及 ( )( )
( ) ( )( ) ( )

2

2 2
1, e , d

s
cF U V H U V s s V

c

µ
ξ

ξ
ξ ξ

− −∞
= ≤∫ ，这表示 ( ) ( ), ,F U V U V≤ 。类似地，由下解以及 F

的定义可知 

 

( )( )
( )

( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

1 2

1

1 2

1

1

1

1

1 1

1

1

1, e , d

1 e , d

1 e d

N

N

s
c

s
c

s
c

F U V H U V s s
c

H U V s s
c

cU s U s s
c
U

µ
ξ

ξ

µ
ξξ ξ

ξ ξ ξ

µ
ξξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

µ

ξ

− −∞

− −∞

− −∞

=

= + + +

′≥ + + + − +  

=

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫





  

以及 ( )( ) ( )2 ,F U V Vξ ξ≥ ，这表示 ( ) ( ), ,U V F U V≤ 。注意到 ( ),F U V 是一个非减函数，因此对于任意的

( ),U V ∈Ω都有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,U V F U V F U V F U V U V≤ ≤ ≤ ≤  (2.4) 

从而可知 ( )F Ω ⊆Ω。证毕。 

3. 主要结果 

3.1. 上下解的构造 

由于上述引理的结论是在先验集 Ω 的前提下得到的，且系统(1.4)的受迫波的边界条件也依赖于此先

验集。所以下面构造系统(1.5)的两对有序上下解以便定义两个合适的先验集。 
经过直接计算可得如下引理： 
引理 2 令 ( ) ( )( ) ( )1 1 1 2, ,U V k kξ ξ = ， ( ) ( )( ) ( )1 1 1 2, ,U V l lξ ξ = ，则 ( ) ( )( )1 1,U Vξ ξ 和 ( ) ( )( )1 1,U Vξ ξ 是系统

(1.5)的一对有序上下解。 
接下来构造另外一对有序上下解。 
引理 3 定义函数 ( ) ( ) ( ), e e 2 , 1,2i i ic d r c iλ λθ λ λ−= + − + +∞ − = 。令 

( )
( ) ( )*

0

e e 2
: min ,   1,2i i

i

d r
c i

λ λ

λ λ

−

>

+ − + +∞
∞ = = ; 

( ) ( ) ( ){ }2
* * *

1ˆ : max ,c c c∞ = ∞ ∞ ; 

( ) ( ) ( ){ }* * *
1 2: min ,c c c∞ = ∞ ∞ . 

根据函数的凸性，容易推出如下情形成立： 
(i) 当 ( )* , 1,2ic c i= ∞ = 时， ( ), 0i cθ λ = 存在正根 ( )* , 1,2i iλ ∞ = ； 

(ii) 当 ( )*ˆc c> ∞ 时， ( )1 ,cθ λ 和 ( )2 ,cθ λ 分别有两个不同正根 1 3,λ λ 和 2 4,λ λ ，且满足 
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 ( ) ( )
[ ) ( ) ( ) ( )

[ ) ( )
2 41 3

1 2
2 41 3

,  
0, ,0,

 
,

, , ;
0, 0, ,0, 0, ,

c c
λ λ λλ λ λ

θ λ θ λ
λ λ λλ λ λ

 < ∈< ∈ = = > ∈ +∞> ∈ +∞   

  

(iii) 当 ( )*c c< ∞ 时， ( ), 0, 1,2i c iθ λ = = 无实数根。 
假设 ( ) ( )1 3 2 4: , ,λ λ λ λΛ = 

非空，则存在 γ ∈Λ 并且满足 1 2λ λ γ+ > 。那么，对任意的 ( )*
ic c> ∞ ，有

( ), 0, 1,2i c iθ λ < = 。需要注意的是，集合 Λ 非空在许多情形下都会成立，我们在此说明当 c 比较大的时

候假设成立。不妨设 2 1λ λ> ，根据 ( )1 1, 0cθ λ = 可知 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2 1 1

1 2 1 1 2

1 1 2 1

, e e 2

e e 2 e e 2

c d r c

d d c

λ λ

λ λ λ λ

θ λ λ

λ λ

−

− −

= + − + +∞ −

= + − − + − − −
  

这表示当 c 充分大时， ( )1 2, 0cθ λ < ，根据引理 3 可知集合 Λ 非空。此外，由于 1 2λ λ γ+ > 以及

( ), 0, 1,2i c iθ λ < = ，所以存在充分大的正数 1 2,ξ ξ 分别满足 

 
( ) ( )

( ) ( )

2 1 12 1

2 1 21 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

, e e 0,

, e e 0.

k c a k a

k c a k a

λ λ γ ξλ ξ

λ λ γ ξλ ξ

θ γ

θ γ

− + −−

− + −−

+ + =

+ + =
  

由此定义两个连续函数： 

 ( ) { } ( ) { }1 2
2 1 1 2 2 2: min ,e e ,   : min ,e e .U k qk V k qkλ ξ λ ξγξ γξξ ξ− −− −= + = +   

其中 1q > 充分大使得 1e e , 1,2ii
i ik qk iλ γξξ− −≤ + = 。 

根据引理 3 和条件(R*)可知，存在充分大的常数 L 以及常数 ( )( )*0, , 1,2i i iη λ λ∈ ∞ − = ，使得当 Lξ ≥

时， 

 ( ) ( ) e e ,  1,2,i ir r iζξ ηξξ − −+∞ − ≤ ≤ =   
并且当 ( )*ˆc c> ∞ 时， 

 ( ), 0,  1,2i c iθ λ < = .  

记
( )

2 , 1,2
,i

i i

M i
cθ λ η

= − =
+

，定义两个连续有界函数： 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 3 2 4
2 2

1 3 1 4

,
, ,

.
e 1 e , e 1 e ,

U V
M Mλ ξ λ ξηξ ηξ

κ ξ ξ κ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ− −− −

 ≤ ≤ = = − > − > 
  

其中
( )

2
ln i

i
i

r
ξ

λ+

+∞
= − ， ( )2 2: e 1 ei i i

i iMλ ξ ηξκ + +− −= − 且 2iξ + 充分大使得 ( )0 , 1,2i ir iκ< < −∞ = 。 

引理 4 假设 (R+)、 (R*)成立且 ( )*ˆc c> ∞ 使得 ( ) ( )1 3 2 4: , ,λ λ λ λΛ = 
非空，则 ( ) ( )( )2 2,U Vξ ξ 和

( ) ( )( )2 2,U Vξ ξ 是系统(1.5)的一对有序上下解。 

证明. 首先说明 ( )2U ξ 在 1\R ξ 上满足 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 2 2

2 1 2 1 2

1 2 1

,

cU d U U U

U r U a V

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

′  − ≥ + − + − 

 + − + 
  

当 ( )2 1U kξ = 时，不等式显然成立。若 ( ) 1
2 1e eU qkλ ξ γξξ − −= + ，意味着 1ξ ξ≥ 。根据 ( )1 1, 0cθ λ = 以及

( )1 , 0cθ γ < 可知 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 11 1

1 1 1

1 11 1

1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1 1

e e e e 2 e e e e

e e e e e e

e e e e 2 e e e e

e

c qk d qk qk qk

qk r qk a qk

c qk d qk qk qk

λ ξ γ ξ λ ξ γ ξλ ξ λ ξγξ γξ

λ ξ λ ξ λ ξγξ γξ γξ

λ ξ γ ξ λ ξ γ ξλ ξ λ ξγξ γξ

λ

ξ

− + − + − − − −− −− −

− − −− − −

− + − + − − − −− −− −

−

′  + + + − + + + 
 + + − + + + 
′  ≤ + + + − + + + 

+ ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

2 1 2

2 1 2

2 1 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

e e e e e

e , e e

e , e e

e , e e

0,

qk r qk a qk

qk c a a qk

qk c qa a qk

q k c a a k

ξ λ ξ λ ξγξ γξ γξ

λ λ ξ λ γ ξγξ

λ λ γ ξ λ ξγξ

λ λ γ ξ λ ξγξ

θ γ

θ γ

θ γ

− −− − −

− + − +−

− + − −−

− + − −−

 + +∞ − + + + 

≤ + +

 ≤ + + 
 = + + 

=

  

因此 ( )2U ξ 在 1\ ξ
上满足上解的定义。类似地可推出 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1cV d V V V V r V a Uξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ′    − ≥ + − + − + − +      

在 2\ ξ
上成立。从而 ( ) ( )( )2 2,U Vξ ξ 是系统(1.5)的一组上解。 

接下来验证 2U 在 3ξ ξ≠ 时满足下解的定义。当 3ξ ξ> 时，由条件(R*)结合 ( )1 1, 0cθ λ = 可知 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 11

1 1 1

11

1 1

1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1 2

1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

e 1 e 2e 1 e e 1 e

e 1 e e 1 e e 1 e

e e

e , e 1 e

e e 1

d M M M

M r M a M

c cM

M c r r M

r r M

λ ξ η ξ λ ξ η ξλ ξ ηξ

λ ξ λ ξ λ ξηξ ηξ ηξ

λ η ξλ ξ

λ η ξ λ ξ ηξ

λ ξ λ ξ

ξ

λ λ η

θ λ η ξ

ξ

− + − + − − − −− −

− − −− − −

− +−

− + − −

− −

 − − − + − 
 + − − − + − 

− + +

 ≥ − + + − +∞ − − 

+ − +∞ − −( )
( )
( )

( ) ( )

1 1

1

1

1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

e

e e , e e

e e , 2e

e , 2

0.

M c

M c

M c

ηξ

λ ξ λ ξηξ ηξ

λ ξ ηξ ηξ

λ η ξ

θ λ η

θ λ η

θ λ η

−

− −− −

− − −

− +

 
 

 ≥ − + − − 
 ≥ − + − 

= − + −  
=

  

当 3ξ ξ< 时，容易验证 ( )2 1U ξ κ= 满足下解的定义。类似地可以证明 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1cV d V V V V r V a Uξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ′− ≥ + − + − + − +         

在 4\ ξ
上成立。因此 ( ) ( )( )2 2,U Vξ ξ 是系统(1.5)的一组下解。 

另外通过下解的构造可知 ( ){ }1
2 1min ,eU r λ ξ−≤ +∞ 和 ( ){ }2

2 2min ,eV r λ ξ−≤ +∞ ，从而 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 2, ,U V U Vξ ξ ξ ξ≥ ，所以 ( ) ( )( )2 2,U Vξ ξ 和 ( ) ( )( )2 2,U Vξ ξ 为系统(1.5)的一对有序上下解。证

毕。 
最后，根据所构造的上下解定义如下非空集合： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

, , , , , , ,  

, , , , , , .

U V BC BC U V U V U V

U V BC BC U V U V U V

Ω = ∈ × ≤ ≤

Ω = ∈ × ≤ ≤

   

   

  

需要指出的是，将引理 1 中的 Ω 换成 , 1, 2i iΩ = ，引理的结论仍然成立 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.139406


吴振宇 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.139406 4261 应用数学进展 
 

3.2. 受迫波的存在性 

在本节，我们证明系统(1.4)存在两个受迫波。 
定理 1 假设(A)和(R+)成立，则对于任意的 0c > ，系统(1.4)存在一组非减受迫波 ( ) ( )( )1 1,U Vξ ξ ，且

满足如下边界条件： 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 2 1 1 1 2lim , , ,  lim , ,U V l l U V k k
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
→−∞ →+∞

= = .  

证明. 首先根据算子 ( )1 1F Ω ⊆Ω 构造如下迭代： 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1, , ,  , , ,   1n n n nU V F U V U V F U V n+ += = ≥ ,  

根据引理 1，F 是将 1Ω 映射到 1Ω 的非减算子，那么有 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 1 1 1 1 1, , , , ,   1,n n n nU V U V U V U V n+ +≤ ≤ ≤ ≥   

又因为 1U 和 1V 是非减的，结合引理 1 可知，对每个给定的 n， ( )1
nU ξ 和 ( )1

nV ξ 也是非减的函数。令 

 ( ) ( )1 1 1 1lim , ,n n

n
U V U V

→∞
= ,  

显然 ( )1 1,U V 是一个非减函数且 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1, , ,U V U V U V≤ ≤ .  

下面我们证明 ( )1 1,U V 是算子 F 在 1Ω 中的不动点。由于 ( )1 1,n nU V 逐点收敛于 ( )1 1,U V ，根据 1H 和 2H

的定义可知， ( )1 1 1,n nH U V 和 ( )2 1 1,n nH U V 分别逐点收敛到 ( )11 1,H U V 和 ( )12 1,H U V 。此外，对任意的 1n ≥ 都

有 

 ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1 2, 4n nH U V k d r k a kξ µ≤ + + +∞ + +   

以及 

 ( )( ) ( )( )2 1 1 2 2 2 2 2 2 1, 4n nH U V k d r k a kξ µ≤ + + +∞ + + ,  

根据勒贝格控制收敛定理可知 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )( )

1

1

1 1 1 1 1

1 1
1 1 1

1 1 1 1 1

lim lim ,

1lim e , d

1 e , d , ,

n n n

n n

s n nc
n

s
c

U U F U V

H U V s s

H U

c

c
V s s F U V

µ
ξ

ξ
µ

ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ

→+∞ →+∞

− −∞ − −

→+∞

− −∞

= =

=

= =

∫

∫

  

类似地， ( ) ( )( )1 2 1 1,V F U Vξ ξ= 。因此 ( ) ( )( )1 1,U Vξ ξ 是算子 F 在 1Ω 中的不动点，即为系统(1.5)的解。 
下面证明 ( ) ( )( )1 1,U Vξ ξ 满足相应的边界条件。因为 ( )1U ξ 和 ( )1V ξ 是上的单调有界函数，所以存

在常数 1 2 1 2, , ,A A B B 满足 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 2 1 1 1 2lim , , ,  lim , ,U V A A U V B B
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
→−∞ →+∞

= = ,  

运用 L’Hôpital 法则进行简单计算可知 

 
( )

( )
( )( )

( )( ) ( )

1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 21 1 1
1

1 1

1lim lim e , d

,1 lim ,

s
cA U H U V s s

c
A r A a AcH U V

A
c

µ
ξ

ξξ ξ

ξ

ξ

ξ
µ µ

− −∞

→−∞ →−∞

→−∞

= =

−∞ − +  = = +

∫
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以及 

 
( )2 2 2 2 1

2 2
2

,
A r A a A

A A
µ

−∞ − +  = +   

又 ( ) ( )( )1 1 1,U Vξ ξ ∈Ω ，所以 1 1 10 l A k< ≤ ≤ ， 2 2 20 l A k< ≤ ≤ ，因此
1 1

2 2

A l
A l
=

 =
。 

类似地可得 

 ( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )1
1 1 1 1 21 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1

,1 1lim lim e , d lim ,
s

c
B r B a BcH U V

B V H U V s s B
c c

µ
ξ

ξξ ξ ξ

ξ
ξ

µ µ
− −∞

→+∞ →+∞ →+∞

+∞ − +  = = = = +∫   

以及
( )2 2 2 2 1

2 2
2

B r B a B
B B

µ
+∞ − +  = + 。又 ( ) ( )( )1 1 1,U Vξ ξ ∈Ω ，所以 1 10 B k< ≤ ， 2 20 B k< ≤ 。故

1 1

2 2

B k
B k

=
 =

。

证毕。 
定理 2 假设(A)、(R+)、(R*)成立，并且 ( )*ˆc c> ∞ 使得 ( ) ( )1 3 2 4: , ,λ λ λ λΛ = 

非空，则系统(1.4)存在一

个非负受迫波，且满足如下边界条件， 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 1 2 2 2lim , , ,   lim , 0,0 .U V l l U V
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
→−∞ →+∞

= =   

证明. 类似于定理 1 的证明过程并结合引理 4，容易得到存在 ( ) ( )( )2 2 2,U Vξ ξ ∈Ω 使得 

 ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 2, , ,F U V U Vξ ξ ξ=   

即 ( ) ( )( )2 2,U Vξ ξ 为系统(1.4)的解。此外，由 ( ) ( )( ) ( )2 2, 0,0U Vξ ξ ≥ 可知 ( ) ( )( )2 2,U Vξ ξ 是非负的。 
接着我们证明 ( ) ( )( )2 2,U Vξ ξ 的相应边界条件。首先根据 ( ) ( )( )2 2,U Vξ ξ 和 ( ) ( )( )2 2,U Vξ ξ 的定义可知： 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2lim , 0,0 , lim , 0,0 ,U V U V
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
→−∞ →+∞

= =   

又 ( ) ( )( )2 2 2,U Vξ ξ ∈Ω ，因此 

 ( ) ( )( ) ( )2 2lim , 0,0U V
ξ

ξ ξ
→−∞

= .  

最后我们验证 ( ) ( )( ) ( )2 2 1 2lim , ,U V l l
ξ

ξ ξ
→+∞

= 。令 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 2 2 2lim sup ,  lim sup ,  lim inf ,  lim inf .C U D V C U D V
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

= = = =   

根据 ( ) ( )( )2 2 2,U Vξ ξ ∈Ω 可知， ( ) ( ){ } { }1 2 1 2min , , max , , 1,2i ir r C D k k i−∞ −∞ < ≤ = 。从而根据波动引理

[25]，存在一列满足 lim nn
σ

→+∞
= −∞的序列{ } 1n n

σ ∞

=
以及满足 lim nn

τ
→+∞

= −∞的序列{ } 1n n
τ ∞

=
，使得 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2 2 2lim ,  lim ,  lim ,  lim ,n n n nn n n n
U C V D U C V Dσ σ τ τ

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
= = = =   

以及 

 ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2lim lim lim lim 0.n n n nn n n n
V VU Uσ τ σ τ

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
′ ′′ ′= = = =   

根据系统(1.5)可得 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 2 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 ,

1 2 1 ,
n n n n n n n

n n n n n n n

cU d U U U U r U a V

cV d V V V V r V a U

σ σ σ σ σ ξ σ σ

σ σ σ σ σ ξ σ σ

 ′    − = + − + − + − +    


′    − = + − + − + − +    
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和 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 2 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 ,

1 2 1 ,
n n n n n n n

n n n n n n n

cU d U U U U r U a V

cV d V V V V r V a U

τ τ τ τ τ ξ τ τ

τ τ τ τ τ ξ τ τ

 ′    − = + − + − + − +    


′    − = + − + − + − +    
  

令上述的每个等式中的 n →+∞，并且对第一个等式组中的两个等式的两边同时取上极限以及对第二个等

式组中的两个等式的两边同时取下极限可得 

 
( )
( )

1 1 1 1 1

1 2 1 2 1

0

0

C r C a D

D r D a C

 ≤ −∞ − +


≤ −∞ − +

  
  

和
( )
( )

2 1 2 1 2

2 2 2 2 2

0

0

C r C a D

D r D a C

 ≥ −∞ − +   


≥ −∞ − +   
.  

又因为 ( ) ( ){ }1 2, min , 0, 1,2i iC D r r i> −∞ −∞ > = ，且 1 2 1 2,C C D D≥ ≥ ， 

所以 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2 1 1 1 1

2 2 2 2 2 1 2 1

,

,

r C a D r C a D

r D a C r D a C

−∞ − + ≤ −∞ − +


−∞ − + ≤ −∞ − +
  

即 

 
( )
( )

1 2 1 1 2

1 2 2 1 2

,

,

C C a D D

D D a C C

− ≤ −


− ≤ −
  

不难发现，该不等式组仅存在以下两种情况： 
(i) 1 2C C= 且 1 2D D= 。此时，不等式组显然成立，并且有 

 
( )
( )

1 1 1 1

2 1 2 1

0

0

r C a D

r D a C

−∞ − + =


−∞ − + =
和

( )
( )

1 2 1 2

2 2 2 2

0

0

r C a D

r D a C

−∞ − + =


−∞ − + =
.  

计算可知 

 1 2 1

1 2 2

,
.

C C l
D D l

= =
 = =

  

(ii) 1 2C C≠ 且 1 2D D≠ ，即 1 2 1 2,C C D D> > 。通过计算可得 

 

1 2
1

1 2

1 2
2

1 2

,

,

C C a
D D
D D a
C C

− ≤ −
 − ≤
 −

  

从而可知 1 2 1a a ≥ ，与条件(A)矛盾。 
因此 ( ) ( )( ) ( )2 2 1 2lim , ,U V l l

ξ
ξ ξ

→+∞
= 。证毕。 

4. 总结 

本文探究了一类格上 Lotka-Volterra 合作系统受迫行波解的存在性。通过构造合适的上下解并结合单

调迭代的方法证明了系统(1.4)存在两组非负的受迫波，并且根据 ( ) 0, 1,2ir i⋅ > = 以及这两组受迫波在 −∞

处都趋于 ( )1 2,l l 可知，当栖息地环境轻度恶化时，对于任意给定的栖息地位置，即使经过足够长时间，在

该位置上所考虑的两弱合作物种都不会灭绝。此外，本文仅研究了系统(1.4)受迫波的存在性，还可以进
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一步考虑其唯一性、稳定性、渐近行为等，以及如何去掉定理 2 中的技术性条件(R*)，将是后续研究工作

的主题。 
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