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摘  要 

本文研究了求解三维不可压缩矢量势磁流体力学方程组的一阶投影时间离散算法。该方程组是将原磁流

体力学方程组中的磁场B写成旋度形式，即引入B = curlA。通过构造矢量势磁流体力学方程组的数值算

法，使得磁场的数值解在全离散层面满足无散度条件。本文主要通过构造一阶投影格式，使得速度场的

数值解也满足无散度条件，且所构造的投影格式对于任意时间步长都是无条件稳定的。在合理的正则性

假设下，我们得到了速度和磁矢量势的一阶时间收敛阶。最后，通过数值算例验证了收敛性结果。 
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Abstract 
In this paper, we consider a first-order projection finite element scheme for the three-dimensional 
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incompressible magnetohydrodynamic system. This system of equations is to write the magnetic 
field B in the original magnetohydrodynamic equations in the curl form, which introduces B = curlA. 
By constructing the numerical algorithm of the system, the numerical solution of the magnetic field 
satisfies the divergence-free condition in fully discrete level. In this paper, by constructing the first-
order projection scheme so that the numerical solution of the velocity field satisfies the divergence-
free condition, and the constructed projection scheme is unconditionally stable for any time step. 
Under a reasonable regularity assumption, we derive the first-order temporal convergence order 
of the velocity and magnetic vector potential. Finally, the convergence results are verified by nu-
merical examples. 
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1. 引言 

不可压缩磁流体力学(MHD)方程组是由流体力学的 Navier-stokes 方程与电磁学中的 Maxwell 方程耦

合而成，描述了在磁场存在且没有表面张力的情况下，不可压缩导电流体的运动规律，在工业上有广泛

的应用，如在天体物理学和地球物理学[1]、核反应堆中的液态金属冷却[2] [3]、金属的电磁铸件[4]等领

域。设Ω为 3
 中一个具有连通边界 ∂Ω的有界域，考虑以下随时间变化的不可压缩磁流体动力学(MHD)

方程组： 

 ( )1
t e Tu R u u u p J B f Q−− ∆ + ⋅∇ +∇ − × = 在 上, (1) 

 curl 0t TB E Q+ = 在 上, (2) 

 ( ) TJ E u B Qκ= + × 在 上, (3) 

 1curl ,TB J Qµ− = 在 上  (4) 

 div 0, div 0 ,Tu B Q= = 在 上  (5) 

其中 ( )0,TQ T= Ω× ， 0T > 是一个正常数。u、p、B、J、E 分别表示速度、压力、磁场、电流密度和电场，

eR 表示雷诺数，κ 为电导率， µ 为磁导率，f 为给定的外力。 
从物理的角度来看，无散度条件 div B = 0 对于不可压缩 MHD 方程组是重要的，它保证了没有磁单

极子的存在。但是，这一条件的小扰动可能会导致不可压缩 MHD 方程的数值模拟出现较大的误差。近

年来，许多研究人员研究满足 MHD 系统的无散度方案。Hu 等人在[5]中，基于不可压缩 MHD 系统的磁

电公式，提出了一种混合有限元方法，用 Nédélec 棱元逼近电场 E，用 Raviart-Thomas 元逼近磁场 B，该

全离散格式可以保持磁场的无散度条件。我们知道对于任何 3w∈ ，都有 div(curl w)≡0。因此，其中一

种构造满足无散度条件的策略是将磁场 B 改写为一个旋转场。通过这种方法，Mao 等人在[6]中引入具有

时间规范的磁矢量势 A，使其满足 
curlB A= 和 tE A= − 。 

将上述关系带入(1)~(5)中，可推出如下的矢量势不可压缩 MHD 方程组[6]： 
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 ( )1 curl curl curl ,t e tu R u u u p A A A u A fκ κ−− ∆ + ⋅∇ +∇ + × + × × =  (6) 

 1curlcurl curl 0,t mA R A A u−+ + × =  (7) 

 div 0,u =  (8) 

其中 mR κµ= 为磁雷诺数。 
对该模型，可考虑如下的初始条件和边界条件[6]： 

 ( ) ( )
[ ]

0 00 , 0 ,
0, 0, 0, .

u u A A
u A n T
 = = Ω
 = × = ∂Ω×

在 上,

在 上
 (9) 

对于上述矢量势 MHD 方程组的数值方法及其收敛性已有一些研究工作。Mao 在[6]中构造了一种线

性化的 Crank-Nicolson 有限元格式，通过离散的能量不等式证明了数值解的弱收敛性。Li 等人在[7]中，

证明了非光滑和非凸域二维问题的 ( )2 20, ;L T L 范数的强收敛性。在[8]、[9]和[10]中分别研究了矢量势

MHD 方程组的一阶欧拉、二阶 Crank-Nicolson 和 BDF 有限元格式，并建立了速度场 u 和磁矢量势 A 的

误差估计。因此，由于 ( )div curlh hB A= ，离散磁感应 hB 可以精确地保持无散度条件。在 MHD 系统中，

另一个约束条件是速度场的无散度条件，即 div 0u = 。基于 Navier-Stokes 方程的投影算法[11] [12]，对

于常用的 MHD 系统，Prohl 在[13]中研究了一种解耦的投影格式，其中速度场 u、压力 p 和磁感应 B 的

计算都是完全解耦的，但该解耦格式，不能满足离散的能量不等式，使得[13]中的解耦投影方案不是无条

件稳定的。在[14]和[15]中作者提出了无条件稳定的时间半离散和有限元全离散投影方案，分别得到了时

间误差估计和时空误差估计。目前，还没有关于求解矢量势 MHD 方程组的投影算法研究。 
本文基于[11] [12]中投影方法的思想，构造求解矢量势 MHD 方程组的一阶投影有限元格式，使得原

MHD 方程组中原速度场和磁场的数值逼近解在离散层面上均满足无散度条件。在格式构造上，通过半隐

方法来处理非线性项，使得所构造的投影格式是无条件稳定的线性化格式，易于实现程序设计。理论上，

在合理的正则性假设下，我们得到了速度和磁矢量势在 L2-范数和 H(curl)-范数下的一阶时间误差估计。

最后通过数值算例验证了所得的收敛性结果。 

2. 预备知识 

对于m N +∈ ，1 p≤ ≤ ∞，记 ( ),m pW Ω 为 Sobolev 空间，当 p = 2 时，我们用 ( )mH Ω 表示 ( ),2mW Ω 。

( ),m pW Ω 中的范数由
,m p⋅ 表示，用 ( ),⋅ ⋅ 表示 ( )2L Ω 的内积， ( )2L Ω 中的范数用 0⋅ 表示。符号 0C > 来表

示一个正常数，它与时间步长大小τ 无关。 
引入函数空间： 

( ) { }
( ) ( ){ } { }
( ){ }

( ) { }

1
0 0

2 2
0

2

2 2
0

, , div 0 ,
, curl , , 0

, div 0 0

( ), d 0 .

V H V v V v
W B L B L W B W B n

H u L u u n

M L q L q x
Ω

= Ω = ∈ =

= ∈ Ω ∈ Ω = ∈ × = ∂Ω

= ∈ Ω = Ω ⋅ = ∂Ω

= Ω = ∈ Ω =∫

在 上 ，

在 中 在 上 ，

 

其中 W 空间的范数可定义为： 

( )1/22 2
(curl; ) 0 0curl .W HC C C C C W

Ω
= = + ∀ ∈  

定义如下双线性项： 

( ) ( )
( )

1, ,  ,

, div  d , .
ea u v R u v u v V

d v p p v x v V p Q

−

Ω

= ∇ ∇ ∀ ∈

= ∀ ∈ ∈∫
，
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和三线性项： 

( ) ( )( ) ( )( ){ }1, , d d .
2

c u v w u v w x u w v x
Ω Ω

= ⋅∇ ⋅ − ⋅∇ ⋅∫ ∫  

显然该三线性项满足： 

( ) ( ), , , , , , .c u v w c u w v u v w V= − ∀ ∈  

令 ( )( )2 20, ;f L T L∈ Ω 且初值满足 ( ) ( )0 00 , 0u V A W∈ ∈ ，问题 (6)~(9) 的变分形式为：求解

( ) ( )2
0 00, ; 0, ;u L T V L T W∞∈ ∩ 和 ( )00, ;A L T W∞∈ 使得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , curl , , curl ,curl ,t tu v a u v c u u v A A v d v p A u A v f vκ κ+ + + × − + × × = ， (10) 

 ( ) ( ) ( )1, curl ,curl curl , 0.t mA C R A C A u C−+ + × =  (11) 

接下来我们用 HΡ 代表从 ( )2L Ω 到 H 的正交投影算子，那么可以定义 Stokes 算子A 如下： 

( ) ( )2
0P .Hu u u D A V H= − ∆ ∀ ∈ = ∩ ΩA  

从 Poincare’不等式，插值不等式和 Sobolev 嵌入定理可以得到以下不等式： 

 0, 0 0,3 ,2curl curlm sv c v v c v≤ ∇ ≤， ， (12) 

 0, 1 ,2 2,2 0 1,2 1,2, P .Hsv c v v c v v c v
∞ +
≤ ≤ ≤A，  (13) 

其中 [ ]1,6m∈ 和 1 2s > 。

 

3. 一阶投影时间离散格式和主要结果 

在本节中，我们给出问题(10)~(11)的一阶投影时间离散格式，并证明数值格式的无条件稳定性和本

文的主要结果。 

3.1. 投影时间离散格式 

设 0 10 Nt t t T= < < < = 为时间区间 [ ]0,T 的均匀划分，时间步长为 T Nτ = 和 nt nτ= ，0 n N≤ ≤ 。对

于任何函数序列{ }
0

Nn

n
w

=
，定义

1n n
n w wd wτ τ

−−
= ，其中1 n N≤ ≤ 。 

定义 ( ) ( )0 0 00 0u u u A A= = = ， 和任意 ( )0 1p Q H∈ ∩ Ω 。下面给出求解问题(10)~(11)的一阶投影时间

离散格式： 
对于1 n N≤ ≤ ，分别求解 ( ),n nu A 和 ( ),n nu p 使得 

 ( )
1

1 1 1 1 11 curl curl curl
n

n n n n n n n n n n

e

u u u u u p d A A A u A f
R τκ κ

τ

−
− − − − −−

− ∆ + ⋅∇ +∇ + × + × × =


   ， (14) 

 1 1curlcurl curl 0n n n n
md A R A A uτ
− −+ + × = ， (15) 

其中边界条件为 0nu = 和一个 0nA n× = ，和 

 ( )12 0, div 0
n n

n n nu u p p u
τ

−−
+ ∇ − = =



， (16) 

其中边界条件为 0.nu n⋅ =  
对于上述(16)式进行变形可得： 

 ( )12 .n n n nu u p pτ −= − ∇ −  (17) 
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3.2. 稳定性分析 

下面通过两个引理证明该投影格式的无条件稳定性。 
引理 1 投影格式(14)~(16)有唯一解 ( ),n nu A 。 
证明：对于任何 ( ) ( )0,v C V W∈ × ，问题(14)~(15)可以重写为 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

1 1 1

1 1 1

1 1, , curl ,curl , ,

1 1 1curl , curl , ,

1 1, curl , .

n n n n n

e m

n n n n n n

n n n

u v u v A C c u u v
R R

A A u C A v f v u v

A C A A v

κ
τ τ

κ
τ τ τ

κ κ
τ τ

−

− − −

− − −

+ ∇ ∇ + +

   + + × + × = +   
   
   + + ×   
   

   

  

令 ( ) ( ) ( )1 1 1, , , , ,n n n n n nU U A U u A v C− − −= = Φ = ，易得 
2

2 2 2 2 1
0 0 0

0

1 1 1curl curl n

e m

v v C C A v
R R

κ κ
τ τ τ

−Φ = + ∇ + + + ×  

是 0V W× 上的一个范数。定义右端为 ( )1, ,n nI U U− Φ ，可以得到 

( ) 21, , .n n n nI U U U U− ≥  

另一方面，通过柯西–施瓦茨不等式， ( )1, ,n nI U U− Φ 的连续性是明显的，如下： 

( ) ( )1 1
1,2

, , 1 .n n n nI U U c u U− −Φ ≤ + Φ  

从而根据 Lax-Milgram 定理，引理 1 得证。 
引理 2 对于1 n N≤ ≤ ，设 ( ),n nu A 和 ( ),n nu p 为(14)~(16)的解。对于任意的1 m N≤ ≤ ，有如下的能量

不等式 

( )

2 2 2 2 22 1
0 0 0 0 01

2 2 21 1
0 0 01

2 2 20 0 2 0
0 0 0 1

2 2curl 2 2

1 curl curl
2

curl 2 2 , .

m
m m m n n

e
nm

m
n n n n n n

n m

m
n n

nm

u A p R u J
R

u u u u A A
R

u A p f u
R

κ τ τ
κ

κ

κ τ τ

−

=

− −

=

=

 + + ∇ + ∇ + 
 

 
+ − + − + − 

 

= + + ∇ +

∑

∑

∑



 



 

证明：让(14)式和(15)式分别与 2 nuτ  和 2 nd Aτκτ 做内积，两式相加得 

 ( )
( ) ( )

2 2 2 2 21 1 1
0 0 0 0 0

2 2 21 1
0 0 0

1

22

2 curl curl curl curl

2 , 2 , .

n n n n n n
e

n n n n

m

n n n n

u u u u R u J

A A A A
R

p u f u

ττ
κ

κ

τ τ

− − −

− −

−

− + − + ∇ +

+ − + −

+ ∇ =

  

 

 (18) 

这里我们用到 ( ) 2 2 2,2a b a a b a b− = − + − 和 ( )1curln n n nJ d A A uτκ −= − + ×  。 

接着让(16)式分别与 nu 和 ( )1
2

n nu u+  做内积，两式相加得 

 ( )( )2 2 2 1
0 0 0

1 , .
2

n n n n n n nu u u u p p uτ −− + − = ∇ −    (19) 
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将(18)和(19)两式相加得 

 ( )
( ) ( )( )

2 2 2 2 21 1 1
0 0 0 0 0

2 2 2 21 1
0 0 0 0

1

1 2
2

2 2 curl curl curl curl

2 , ,

n n n n n n n
e

n n n n n

m

n n n n n

u u u u u u R u

J A A A A
R

f u p p u

τ

τ κ
κ

τ τ

− − −

− −

−

− + − + − + ∇

+ + − + −

= − ∇ −

  

  ，

 (20) 

根据 ( )12n n n nu u p pτ −= + ∇ − 和 div 0nu = ，可得 

( )( ) ( )2 21 2 1
0 0

, 2 .n n n n np p u p pτ τ− −− ∇ + = − ∇ − ∇  

将上述方程带入(20)式并从 1n = 到 n m= 求和，我们可以得到引理 2 的证明。 

3.3. 主要结果 

为了方便误差估计，记： 

( ) ( )
( ) ( )

, ,

, .

n n n n
u n u n

n n n n
A n p n

e u t u e u t u

e A t A e p t p

= − = −

= − = −

 

 

为了给出本文的主要结果，我们对初始值和解的正则性做以下假设： 
假设 1 假设方程(14)~(16)存在唯一的局部强解，满足如下正则性： 

 ( ) ( ) { }2 0 00 0
0 0 sup ,tH t T

u A f f C
≤ ≤

+ + + ≤Α  (21) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 1

11 1

0 0 00

2 2 2 22

0 00

sup

d .

t tH Ht T

T
t t t tt ttHH H

u t A t p t u t A t

u t A t p u t A t t C

≤ ≤
+ + + +

+ + + + + ≤∫

A
 (22) 

本文的主要结果为： 
定理 1 假设矢量势 MHD 方程组(14)~(16)的解满足假设 1 的正则性条件，则存在正常数 C > 0 使得 

 
( ) ( ) ( ){ }
( )( )

2 2 2 2
0 0 01

2 2

01

sup curl curl ,

.

m m m
m m m

m N

N
n

n
n

u t u A t A A t A C

u t u C

τ

τ τ

≤ ≤

=

− + − + − ≤

∇ − ≤∑
 (23) 

其中 0C > 是不依赖于τ 的正常数。 

4. 时间误差估计 

在这一部分，我们要给出定理 1 的证明。首先引入离散的 Gronwall 不等式[16]： 

引理 3 当整 k ≥ 0 时，设 , , ,k k k ka b c γ 和 B 为非负数，使得 

 
0 0 0

, 0
n n n

n k k k k k
k k k

a b a c B nτ τ γ τ γ
= = =

+ ≤ + + ≥∑ ∑ ∑ ， (24) 

假设 1kτγ < 和 ( ) 11k kσ τγ −= − ，则有 

 
0 0 0

exp , 0.
n n n

n k k k k k
k k k

a b c B nτ τ γ τ γ σ
= = =

   + ≤ + ≥   
   

∑ ∑ ∑  (25) 
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注：若(24)式中右边的第一项和仅加到 1n − ，那么(25)式对所有的 0τ > 及 1kσ = 成立。 

4.1. 误差方程 

为了完成定理 1 的证明，首先给出相关的误差方程。 
对于1 n N≤ ≤ ，在(10)~(11)中令 nt t= ，可得 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

curl

curl curl ,
n e n n n n n n

n n
n n n

d u t R u t u t u t p t d A t A t

A t u t A t f R
τ τκ

κ

−− ∆ + ⋅∇ +∇ + ×

+ × × = +
 (26) 

和 

 ( ) ( ) ( ) ( )1
2curl curlcurl .n

n n n m nd A t A t u t R A t Rτ
−+ × + =  (27) 

其中截断误差函数为 

( ) ( ) ( )

( )

1 1

1

1 1 1

2 1

1 d d curl ,

1 d .

n n

n n

n

n

t tn
n tt n tt nt t

tn
n ttt

R t t u t t t A t A t

R t t A t

κ
τ τ

τ

− −

−

− −

−

= − − − − ×

= − −

∫ ∫

∫
 

(26)式、(27)式分别减去(14)式和(15)式，得到误差方程为 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1 1

1

1 1
1

curl curl curl curl

curl curl

n n
n n n nu u

e u n n n

n n
n n n n n

n n n n

e e
R e u t u t u u p t p

d A t A t d A A A t u t A t

A u A R
τ τ

τ
κ κ κ

κ

−
− − −

−

− −

−
− ∆ + ⋅∇ − ⋅∇ +∇ −

+ × − × + × ×

− × × =



 

 ，

 (28) 

和 

 ( ) ( )
1

1 1
2curl curl  curlcurl .

n n
n n n nA A

n n m A
e e A t u t A u R e R

τ

−
− −−

+ × − × + =  (29) 

根据(17)有 

 ( )12 .n n n n
u ue e p pτ −− = ∇ −  (30) 

为了方便误差估计，方程(28)~(29)中的一些项可重写为 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 1
1

1
1

n n n
n n u n n n n

n n n
n u u u

u t u t u u e u t u t u t u t

u t e e e

− −
−

−
−

⋅∇ − ⋅∇ = ⋅∇ + − ⋅∇

+ ⋅∇ − ⋅∇



  ，
 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1

1 1
1

curl curl

curl curl curl

n n
n n

n n n
n n n n A A

d A t A t d A A

d A t A t A t d A t e d e A

τ τ

τ τ τ

κ

κ

−

− −
−

× − ×

= × − + × + × ，
 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )( )

1 1

1
1 1

1 1

1 1 1 1

curl curl curl curl

curl curl curl curl

curl curl

curl curl curl curl

n n n
n n n

n
n n n n n n A

n n n n

n n n n n
A n u

A t u t A t A u A

A t A t u t A t A t u t e

A t u t A t A t

e u t A A e A

κ

κ

κ

κ

− −

−
− −

− −

− − − −

× × − × ×

= − × × + × ×

+ × × −

+ × × + × ×



 ，

 

和 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 1 1

1

curl curl curl curl

curl .

n n n n n
n n A n u

n n n

A t u t A u e u t A e

A t A t u t

− − −

−

× − × = × + ×

+ − ×

 

 

4.2. 定理 1 的证明 

首先，通过 Hölder 不等式、正则性假设和泰勒公式，我们很容易得到截断误差函数的误差估计。 
引理 3 若假设 1 成立，那么我们有如下估计 

 ( )2 2 2
1 20 01

.
N

n n

n
R R Cτ τ

=

+ ≤∑  (31) 

接下来证明定理 1。(28)和(29)分别与 2 n
ue 和 2 n

Ad eτκ 做内积，两式相加，我们可以得到 

 

( )
( )( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )( )

2 2 2 2 21 1 1
0 0 0 0 0

21 1 1
0

1
1 1

1

1 2 2

2 , 2 curl ,curl 2 curl

2 , , 2 , , 2 curl ,

2 curl ,

n n n n n n
u u u u e u A

n n n n n n
n u m A A u

n n n n
u n u n n n u n n n u

n n
n A u

e e e e R e d e

p t p e R e d e A e

c e u t e c u t u t u t e d A t A t A t e

d A t e e

τ

τ

τ

τ

κ
τ

κ κ

κ

κ

− − −

− − −

−
− −

−

− + − + ∇ +

+ ∇ − + + ×

= − + − − × −

− × −

  

 

  

 ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

1

1

1 1

1 1 1
1

1

1

2 curl ,

2 curl curl ,

2 curl curl ,

2 curl curl , curl curl ,

2 curl ,

2 curl , cur

n n n
A u

n
n n n n u

n
n n n n u

n n n n n
n n A u A n u

n
n n n A

n n
A n A

d e A e

A t A t u t A t e

A t u t A t A t e

A t u t e e e u t A e

A t A t u t d e

e u t d e

τ

τ

τ

κ

κ

κ

κ

κ

κ

−

−

− −

− − −
−

−

−

×

− − × ×

− × × −

− × × + × ×

− − ×

− × +







 

( )( )
( ) ( )( )

( )

1

1 2

10

1

l ,

2 , ,

: .

n n n
u A

n n n n
u A

n
i

i

A e d e

R e R d e

I v

τ

τκ

−

=

×

+ +

= ∑





 (32) 

然后对右端逐项进行估计： 
1) 非线性项 

通过 Hölder 不等式、(12)~(13)、Young 不等式和(21)~(22)，估计 1
nI 项有 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
2 1

1 1 0 00 0

2 2 24 1
1 00 0

2

2 .
8

n n n
u n n n u

n n
u e u n n

e

I c e u t u t u t e

e CR c e u t u t
R

−
−

−
−

≤ + − ∇

≤ ∇ + + −

A 



 

其中， ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )1
1 12 , , 2 , ,n n n n

u n u n n n uI c e u t e c u t u t u t e−
−= − + −  。 

估计 2
nI 项。 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2 10,3 00

22 22 2
10,30 0

2 curl

1 curl .
8

n n
n n n u

n
u e n n n

e

I c d A t A t A t e

e CR c d A t A t A t
R

τ

τ

κ

κ

−

−

≤ − ∇

≤ ∇ + −





 

类似的，我们可以估计 3
nI 、 5

nI 、 6
nI 和 8

nI 。 
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( )
2 222 2 1

3 0,30 0

1 curl ,
8

n n n
u e n A

e

I e CR c d A t e
R τκ −≤ ∇ +  

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2
5 1 0 0,3 00

22 4 2
10 0

2 curl curl

1 curl .
8

n n
n n n n u

n
u e n n

e

I c A t A t u t A t e

e CR c A t A t
R

κ

κ

−

−

≤ − ∇

≤ ∇ + −

A 



 

( ) ( )( ) 22 6 2
6 10 0

1 curl ,n n
u e n n

e

I e CR c A t A t
R

κ −≤ ∇ + −  

( ) ( )( ) 22 2
8 10 0

curl ,
18

n n
A n nI d e Cc A t A tτ

κ κ −≤ + −  

接下来估计 4
nI 、 7

nI 和 9
nI 。考虑方程左侧有

21
0

2 curl n n
uA eκ − ×  ，故将这三项中 1curl nA − 与 n

ue 捆绑在一起，令

复杂的四线性项转化为更易分配的三线性项。 
1

4 0 0

2 21
0 0

2 curl

3 curl .
4 3

n n n n
A u

n n n
A u

I d e A e

d e A e

τ

τ

κ

κ κ

−

−

≤ ×

≤ + ×





 

( )2 2 26 2 2 1 1
7 0 0 0

1 curl curl .
8 3

n n n n n
u e A u

e

I e C R c c e A e
R

κκ − −≤ ∇ + + + ×   

2 2 22 1 1
9 0 0 0

3 curl curl ,
18 4 3

n n n n n
A A uI d e Cc e A eτ

κ κ κκ − − ≤ + + + × 
 

  

其中， ( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 1
7 12 curl curl , curl curl , .n n n n n n

n n A u A n uI A t u t e e e u t A eκ − − −
−= − × × + × ×   

2) 截断误差项 

2 2 2 2

10 1 20 0 0 0

1 ,
8 18

n n n n n
e u A

e

I CR R e C R d e
R τ

κκ≤ + ∇ + +  

其中， ( ) ( )( )10 1 22 , , .n n n n n
u AI R e R d eτκ= +  

结合上述不等式并带入(32)式，有 

 

( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )(
( ) ( ) ( )( ) )

2 2 2 2 21 1 1
0 0 0 0 0

21 1
0

2 2 221 1
0,30 0 0

22
1 10 0

2 22
1 1 20,3 00

3
2 curl ,curl curl

curl curl

curl

n n n n n n
u u u u e u A

n n n n
m A A u

n n n
u n A A

n n n n

n n
t n n n

e e e e R e d e

R e d e A e

C e d A t e e

C u t u t A t A t

d A t curl A t A t C R R

τ

τ

τ

ττ

κτ κ

τ

τ

τ

− − −

− −

− −

− −

−

− + − + ∇ +

+ + ×

≤ + +

+ − + −

+ − + +

  



( )
( )( )( )

2

0

12 , .n n
n up p t eτ −+ ∇ − 

 (33) 

下面对 ( )( )( )12 ,n n
n up p t eτ −∇ −  进行相关估计，令(30)分别与 n

ue 和 ( )1
2

n n
u ue e+ 做内积，可得 

( )
( ) ( )( )

2 2 2

0 0 0

2 2 1
0 0

1 0,
2
1 , .
2

n n n n
u u u u

n n n n n
u u u

e e e e

e e p p eτ −

− + − =

− = ∇ −

 

 
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其中我们用到 div 0n
ue = 在Ω上和 0n

ue = 在 ∂Ω，接着将两式相加得 

 ( )( )2 2 2 1
0 0 0

1 , .
2

n n n n n n n
u u u u ue e e e p p eτ −− + − = ∇ −    (34) 

将(33)式与(34)式相加可得 

 

( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )(
( ) ( ) ( )( ) ) ( )

2 2 2 2 21 1 1
0 0 0 0 0

2 1
0

2 2 221 1
0,30 0 0

22
1 10 0

2 2 22
1 1 20,3 0 00

1
2

2 curl ,curl
3

curl curl

curl

curl

n n n n n n n
u u u u u u e u

n n n
A m A A

n n n
u n A A

n n n n

n n
t n n n

e e e e e e R e

d e R e d e

C e d A t e e

C u t u t A t A t

d A t A t A t C R R

e

τ τ

τ

τ

τ κτ

τ

τ

τ

τ

− − −

−

− −

− −

−

− + − + − +

+ +

≤ + +

+ − + −

+ − + +

− ∇

  

( ) ( )( )( )1
1 , .n n n

p p n n ue p t p t e−
−+ + − 

 (35) 

根据(30)，我们可以得到 

( )
( ) ( )( )( )

1

1
1

2

2 .

n n n n
u u

n n n
u p p n n

e e p p

e e e p t p t

τ

τ

−

−
−

= + ∇ −

= + ∇ − − −



 

进一步有 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1
1

2 1 1
1 1

22 22 1 2 2 1
1 10 0 0

22 22 1 2
10 0 0

2 23 1
1 00

,

2 ,

2 2 4 ,

2 2

2 2 .

n n n
p p n n u

n n n n
p p n n p p n n

n n n
p p n n p n n

n n
p p n n

n
n n p

e e p t p t e

e e p t p t e e p t p t

e e p t p t e p t p t

e e p t p t

p t p t e

τ

τ

τ τ τ

τ τ

τ τ

−
−

− −
− −

− −
− −

−
−

−
−

− ∇ + + −

= − ∇ + + − ∇ − − −

= ∇ − ∇ + ∇ − + ∇ ∇ −

≤ ∇ − ∇ + ∇ −

+ ∇ − + ∇



 

将上述不等式带入(35)式，可得 

 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 2 2 21 1 1
0 0 0 0 0

22 2 2 2 22 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0

2 2 21 1 2 1
0 0 0

22
1 10 0

1
2

2 curl curl curl
3

curl

curl

n n n n n n n
u u u u u u e u

n n n n n n n
p p A m A A A A

n n n
u A p

n n n n n

e e e e e e R e

e e d e R e e e e

C e e e

C u t u t A t A t p t p

τ

τ

ττ κ

τ τ

τ

− − −

− − − −

− − −

− −

− + − + − + ∇

 + ∇ − ∇ + + − + − 
 

≤ + + ∇

+ − + − + ∇ −

  

( )( )( )
( )

2

1 0

2 2

1 20 0
.

n

n n

t

C R Rτ

−

+ +

 (36) 

其中，我们使用 

( ) ( ) ( )
1 1 (0, ; ).0,3 ,20,3

1 1d dn n
s

n n

t t
n t t t L T Hst t

d A t A t t A t t Aτ τ τ
∞

− −
≤ ≤ ≤∫ ∫  
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将(36)式从 1n = 到 ( )n m m N= ≤ 求和，根据离散的 Gronwall 不等式，存在一些正常数 C > 0 使得 

 
( )
( )

2 2 2 2 22
0 0 0 0 01

22 21 1 2
0 0 01

curl

curl .

m
m m m n n
u A p u A

n
m

n n n n n n
u u u u A A

n

e e e e d e

e e e e e e C

ττ τ

τ

=

− −

=

+ + ∇ + ∇ +

 + − + − + − ≤ 
 

∑

∑



 

 (37) 

其中，我们使用引理 3 和下面的估计： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )2 22
1 1 10 0 01

curl .
N

n n n n n n
n

u t u t A t A t p t p t Cτ− − −
=

− + − + ∇ − ≤∑  

现在，我们给出
0

n
Ae 的估计。通过 0 0Ae = 和 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 0

1
,

n
n n n n n i
A A A A A A A A

i
e e e e e e e d eττ− − −

=

= − + − + + − = ∑  

可得 
2

2 2 22 2 2
0 0 0 01 1

n n
n i i i
A A A A

i i
e d e n d e T d e Cτ τ ττ τ τ τ

= =

 ≤ ≤ ≤ ≤ 
 
∑ ∑  

其中，我们使用 

( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 2 .n na a a n a a a+ + + ≤ + + +   

最后，将投影算子 PH 作用于(30)式，使用(13)和(37)，完成定理 1 的证明。 

5. 数值结果 

下面将给出数值实验来验证理论推导的最优误差估计。为了简便，考虑在单位正方形[0, 1] × [0, 1]上
的问题(6)~(9)。在计算过程中，通过取适当的 f 和 g 使得真解有如下形式： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 24 4

4 4

2 24

sin sin 2 , sin 2 sin ,

sin 2 cos 2 , sin 2 cos 2 ,

1sin 2 sin 2 .
4

u t x y t x y

A t y x t x y

p t x y

π π π π

π π π π

π π

= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ −

 

在数值模拟中，我们使用有限元方法进行空间离散，引入有限元空间 ,h hMX 以及 hW ，并选取 Mini
元逼近速度和压力，用Nédélec棱元近似磁矢量势 A。此外，我们取 1, 1e mR R κ= = = 以及 1T = 。

 
 
Table 1. Numerical error and convergence order under L2 
表 1. L2范数下的数值误差和收敛阶数 

N 2h L
u u−  阶数 2h L

A A−  阶数 

10 7.56E−02 − 1.74E−01 − 

20 4.44E−02 0.77  8.41E−02 1.05  

30 3.12E−02 0.87  5.53E−02 1.03  

40 2.40E−02 0.91  4.12E−02 1.03  

60 1.64E−02 0.94  2.72E−02 1.02  

80 1.25E−02 0.95  2.03E−02 1.02  
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Table 2. Numerical error and convergence order under L2 
表 2. L2范数下的数值误差和收敛阶数 

N 2 ( )h l
u u−

X  阶数 ( ) 2curl h L
A A−  阶数 

10 5.92E−01 − 5.33E−01 − 

20 3.25E−01 0.87  2.44E−01 1.13  

30 2.26E−01 0.89  1.57E−01 1.08  

40 1.69E−01 1.01  1.16E−01 1.06  

60 1.05E−01 1.17  7.59E−02 1.04  

80 7.25E−02 1.30  5.64E−02 1.03  

 

其中，表 2 中 ( )2

1 2
2

( ) 01
.

N
n n

h hl
n

u u u uτ
=

 − = ∇ − 
 
∑X

 

为了验证一阶时间收敛阶，我们固定网格尺寸 1 100h = ，确保空间误差相对于时间误差可以忽略不

计。我们取时间步长 1 Nτ = ，其中 N 为时间迭代步数。对于定理 1 中给出的时间误差估计，分别取

10,20,30,40,60,80N = ，得到的数值误差及收敛阶如表 1 和表 2 所示。从表 1 和表 2 可以看出，当时间

步长逐渐变小时，得到的一阶收敛阶与定理 1 中的理论相一致。 
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