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摘  要 

本文讨论了一类奇异Markov跳变正系统的稳定性。所讨论的系统带有多重时滞。借助Lyapnov函数，本

文给出了一些充分条件，这些充分条件保证所讨论的系统是正系统。另外，给出的充分条件也保证所讨

论的系统是正则、无脉冲和随机稳定的。 
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Abstract 
This paper discusses the stability of a class of positive singular Markov jump systems. The systems 
considered in this paper have multiple time delays. By employing the Lyapunov function, this paper 
gives some sufficient conditions. These sufficient conditions ensure that the considered systems are 
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positive. In addition, the given sufficient conditions also ensure that the investigated systems are 
regular, impulse-free, and stochastically stable. 
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1. 引言 

奇异 Markov 跳变正系统是一类非常重要的系统，这类系统在一些经济系统、生物系统以及一些化学

过程中有非常广泛的应用。不少的学者对奇异 Markov 跳变正系统以及一些相关正系统进行了研究。文献

[1]讨论了 Markov 跳变正系统的随机稳定性以及其反馈控制器的设计方法，[2]-[4]则讨论了半 Markov 跳

变正系统的随机稳定性以及其反馈控制器的设计方法。[5]-[7]研究了奇异正系统的稳定性。但是，[1]-[4]
研究的系统不是奇异 Markov 跳变正系统，[5]-[7]研究的系统不含有 Markov 跳变参数。因此，[1]-[7]提出

的方法不能用来解决奇异 Markov 跳变正系统的随机稳定性问题。 
奇异 Markov 跳变正系统是一类比 Markov 跳变正系统和奇异系统更一般的系统。文献[8] [9]对奇异

Markov 跳变正系统的随机稳定性和反馈控制器进行了研究，[10]则对部分转移概率未知的奇异 Markov 跳

变正系统的随机稳定性和反馈控制器进行了研究，[11] [12]也研究了奇异 Markov 跳变正系统的随机稳定

性。值得一提的是，在[8]-[10]研究的系统中，导数项的系数是一个不变的奇异矩阵，而在[11] [12]研究的

系统中，导数项的系数是与模态有关的奇异矩阵。因此，[11] [12]所研究的系统是一类更加复杂的系统。

但是，[11] [12]所研究的系统的状态时滞不是与模态有关的。另外，[11] [12]所研究的系统也不含有分布

时滞。 
受以上讨论的启发，本文将研究一类更复杂的奇异 Markov 跳变正系统。我们所讨论的系统含有分布

时滞且含有与模态有关的状态时滞。另外，系统的导数项的系数是与模态有关的奇异矩阵。与本文所考

虑的系统有关的研究结果目前还非常少见。 
本文将讨论一类如下形式的奇异 Markov 跳变系统： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) { }

d

max , , ,0
z t

t

z t z t z t z t z t z t z t t u
E h t A h t B h t g C h t k D h s s

h g k uν θ ν ν

−
 ′ = + − + − +

 = = −  

∫
，

 (1) 

在系统 (1)中， 0t > ， ( ) nh t R∈ 是系统的状态向量， ( )h t′ 表示 ( )h t 的导数。 ( )z t 在有限集合

{ }ˆ 1,2, ,Z Z=  中取值，其中 Z 是一个大于等于 1 的正整数。另外， ( )z t 表示一个右连续的 Markov 过程，

从状态 i 到状态 j 的转移速率为 

 ( ) ( ){ } ( )
( )

ο ,
|

1 ο ,
ij

ii

p v v i j
P z t v j z t i

p v v i j
 + ≠+ = = =  + + =

 (2) 

在(2)中，当 i j≠ 时， 0ijp ≥ 。当 i j= 时， iip 满足 1 2 0i i iZp p p+ + + = 。当 0v +→ 时， ( )ο v 是 v 的

高阶无穷小。根据式(2)，我们可得该 Markov 过程的转移速率矩阵为 
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另外，在(1)中，对于任意的 ( ) { }1,2, ,z t i Z= ∈  ， ( )z tE 、 ( )z tA 、 ( )z tB 和 ( )z tC 都是已知的 n 阶实矩阵。

对于任意的 ( ) { }1,2, ,z t i Z= ∈  ， ( )z tE 都是不可逆矩阵且秩都等于σ ，其中 0 nσ< < 。 ( )z tg 、 ( )z tk 和 ( )z tu

都是大于 0 的实数。我们记 { }1 2max , , , Zg g g g=  、 { }1 2max , , , Zk k k k=  以及 { }1 2max , , , Zu u u u=  。在

(1)中， ( )z tg 、 ( )z tk 和 ( )z tu 代表系统的时滞。 ( ) { }( )max , , ,0g k uφ ν ν ∈ −   表示系统的初始条件且是连续的。 

假设 1：在本文中，我们假定存在矩阵 ( )iM i Z∈ 和 Y 满足 

 ( )0 ˆ
0 0i i i

I
E M E Y i Zσ 

= = ∈ 
 

 (4) 

2. 定义及其引理 

本文需要用到下面的一些定义。 
定义 1 [11]：如果对于每一个 { }1,2, ,l Z∈  ， ( )det l lvE A− 都不恒等于 0，则称系统(1)是正则的。 
定义 2 [11]：如果对于每一个 { }1,2, ,l Z∈  ， ( )( ) ( )deg det l l lvE A rank E− = 都成立，则称系统(1)是无

脉冲的。 
定义 3 [12]：假定 ( ) ( ) { }( )0 max , , ,0h g k uν φ ν ν= = ∈ −   。如果对于任意的 0t > ，系统(1)的解 ( )h t

满足条件 ( ) 0h t = ，则称系统(1)是一个正系统。 
定义 4 [12]：在初始条件 ( ) { }( )max , , ,0g k uφ ν ν ∈ −   和 ( ) 00z z= 下，如果系统(1)的解 ( )h t 满足条件

( )( )10
dh t tε

∞
< ∞∫ ，则称系统(1)是随机稳定的。 

注 1： 0A = 表示矩阵 A 的每一个元素都大于等于 0。 0A  表示矩阵 A 的每一个元素都大于 0。
0A = 表示矩阵 A 的每一个元素都小于等于 0。 0A 表示矩阵 A 的每一个元素都小于 0。 ( )det A 表示

矩阵 A 的行列式。 ( )deg ⋅ 表示一个多项式的度。 
注 2： ( )Aε 表示随机事件 A 的数学期望。 
注 3： ( ) 1

h t 表示向量 ( )h t 的各个元素的绝对值之和。 
在本文中，我们还需用到下面的引理。 
引理 1 [12]：令 Λ为随机过程 ( ) ( )( ), ,h t z t t 的弱无穷小算子。那么对任意的 ( ) ˆz t i Z= ∈ ，下式成立： 

 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )
0

1lim | |V t V t z t i V t z t i
+∆→

 = + ∆ = − =Λ  ∆
  (5) 

3. 主要结果 

令 

1 2

3 4

i i
i i i

i i

A A
A M A N

A A
 

= =  
 

、 1 2

3 4

i i
i i i

i i

B B
B M B N

B B
 

= =  
 

、 

 1 2

3 4

i i
i i i

i i

C C
C M C N

C C
 

= =  
 

、 1 2

3 4

i i
i i i

i i

D D
D M D N

D D
 

= =  
 

 (6) 

另外，如果 4iA 可逆，假设存在矩阵 ( )iM i Z∈ 和 N 满足 
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 (7) 

下面的定理给出了一个充分条件。该充分条件保证系统(1)是正系统。另外，该充分条件也保证系统

(1)是正则、无脉冲和随机稳定的。 
定理 1. 令 N Z= 和 { }ˆ,

max ij
i j Z

p p
∈

= 。如果系统(1)满足如下条件： 

(i) 对任意的 { }1,2, ,i Z∈  ，都有 4iA 可逆； 
(ii) 1 0N −

 以及对任意的 { }1,2, ,i Z∈  ，都有 1
ˆ

iA 是梅兹勒矩阵； 
(iii) 对任意的 { }1,2, ,i Z∈  ，都有 1

ˆ 0iB = 、 2
ˆ 0iB = 、 1

ˆ 0iC = 、 2
ˆ 0iC = 、 1

ˆ 0iD = 、 2
ˆ 0iD = 、

1
4 3

ˆ ˆ 0i iA B−− = 、 1
4 4

ˆ ˆ 0i iA B−− = 、 1
4 3

ˆ ˆ 0i iA C−− = 、 1
4 4

ˆ ˆ 0i iA C−− = 、 1
4 3

ˆ ˆ 0i iA D−− = 以及 1
4 4

ˆ ˆ 0i iA D−− = ； 

(vi) 存在 n 维向量 ( )ˆ
i i Zα ∈ 、 ( )ˆ0i i Zβ ∈ 、 ( )ˆ0i i Zγ ∈ 和 0π  ，使得对任意的 { }1,2, ,i Z∈  下面

式子都成立： 

 T 0i iE α =  (8) 

 T T

1 1 1
0

N N N

i i ij j j i i j j j j
j j j

A p E u p g p kα α β γ π β γ
= = =

+ + + + + +∑ ∑ ∑   (9) 

 T 0i i iB α β−   (10) 

 T 0i i iC α γ−   (11) 

 T 0i iD α π−   (12) 

那么(i)系统(1)是一个正系统； 
(ii)系统(1)是正则和无脉冲的； 
(iii)系统(1)是随机稳定的。 
证明：注意对任意的 { }1,2, ,i Z∈  ，都有 4iA 可逆。那么，和文献[12]中的证明相类似，我们可得系

统(1)是正则和无脉冲的。 
注意 1 0N −

 以及对任意的 { }1,2, ,i Z∈  ，都有 1
ˆ

iA 是梅兹勒矩阵。另外，注意对任意的 { }1,2, ,i Z∈  ，

都有 1
ˆ 0iB = 、 2

ˆ 0iB = 、 1
ˆ 0iC = 、 2

ˆ 0iC = 、 1
ˆ 0iD = 、 2

ˆ 0iD = 、 1
4 3

ˆ ˆ 0i iA B−− = 、 1
4 4

ˆ ˆ 0i iA B−− = 、
1

4 3
ˆ ˆ 0i iA C−− = 、 1

4 4
ˆ ˆ 0i iA C−− = 、 1

4 3
ˆ ˆ 0i iA D−− = 以及 1

4 4
ˆ ˆ 0i iA D−− = 。那么，和文献[12]中的证明相类似，我们

可得系统(1)是正系统。 
下面，我们利用如下的李雅普诺夫泛函来证明系统(1)是随机稳定的。 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 6V t V t V t V t V t V t V t= + + + + +  (13) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
T T

1 z t z tV t h t E α=  

( ) ( ) ( )( )

T
2 d

z t

t

z tt g
V t h s sβ

−
= ∫  

( ) ( ) ( )( )

T
3 d

z t

t

z tt k
V t h s sγ

−
= ∫  
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( ) ( )0 T
4

1
d d

j

N t
jg t

j
V t p h s s

θ
β θ

− +
=

= ∑∫ ∫  

( ) ( )0 T
5

1
d d

j

N t
jk t

j
V t p h s s

θ
γ θ

− +
=

= ∑∫ ∫  

( ) ( )0 T
6 d d

t

u t
V t h s s

θ
π θ

− +
= ∫ ∫  

由上式我们可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T T T
1

1

T
T T

1
d

i

N

i i ij j j
j

Nt
i i i i i i i ij j jt u

j

V t h t E p h t E

A h t B h t g C h t k D h s s p h t E

α α

α α

=

−
=

′Λ = +  

 = + − + − + +  

∑

∑∫
 

( ) ( ) ( ) ( )T T T
2

1
d

j

N t
i i i ij jt g

j
V t h t h t g p h s sβ β β

−
=

Λ = − − +∑ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )T T T
3

1
d

j

N t
i i i ij jt k

j
V t h t h t k p h s sγ γ γ

−
=

Λ = − − +∑ ∫  

( ) ( ) ( )T T
4

1 1
d

j

N N t
j j jt g

j j
V t p h t g p h s sβ β

−
= =

Λ = −∑ ∑∫  

( ) ( ) ( )T T
5

1 1
d

j

N N t
j j jt k

j j
V t p h t k p h s sγ γ

−
= =

Λ = −∑ ∑∫
 

( ) ( ) ( )T T
6 d

t

t u
V t h t u h s sπ π

−
Λ = − ∫

 
令 T T

1 1 1

N N N

i i i ij j j i i j j j j
j j j

A p E p g p kα α β γ β γ
= = =

Θ = + + + + +∑ ∑ ∑ 。由上可得，存在 0w > 满足 

 ( ) ( ) ( )T
1iV t h t w h tΛ ≤ Θ ≤ −  (14) 

根据(14)，我们可得 ( )( )10
dh t tε

∞
< ∞∫ ，即系统(1)是随机稳定的。证毕。 

在系统(1)中，如果对任意的 { }1,2, ,i Z∈  ，都有 0iD = ，那么系统(1)变成了下面的系统： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) { }max , ,0

z t z t z t z t z t z tE h t A h t B h t g C h t k

h g kν θ ν ν

 ′ = + − + −


= = −    ，
 (15) 

仿照定理 1，我们可得下面的推论。 

推论 1. 令 N Z= 和 { }ˆ,
max ij
i j Z

p p
∈

= 。如果系统(15)满足如下条件： 

(i) 对任意的 { }1,2, ,i Z∈  ，都有 4iA 可逆； 
(ii) 1 0N −

 以及对任意的 { }1,2, ,i Z∈  ，都有 1
ˆ

iA 是梅兹勒矩阵； 
(iii) 对任意的 { }1,2, ,i Z∈  ，都有 1

ˆ 0iB = 、 2
ˆ 0iB = 、 1

ˆ 0iC = 、 2
ˆ 0iC = 、 1

4 3
ˆ ˆ 0i iA B−− = 、 1

4 4
ˆ ˆ 0i iA B−− = 、

1
4 3

ˆ ˆ 0i iA C−− = 以及 1
4 4

ˆ ˆ 0i iA C−− = ； 

(vi) 存在 n 维向量 ( )ˆ
i i Zα ∈ 、 ( )ˆ0i i Zβ ∈ 和 ( )ˆ0i i Zγ ∈ ，使得对任意的 { }1,2, ,i Z∈  下面式子都成立： 

 T 0i iE α =  (16) 
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 T T

1 1 1
0

N N N

i i ij j j i i j j j j
j j j

A p E p g p kα α β γ β γ
= = =

+ + + + +∑ ∑ ∑   (17) 

 T 0i i iB α β−   (18) 

 T 0i i iC α γ−   (19) 

那么(i)系统(15)是一个正系统； 
(ii)系统(15)是正则和无脉冲的； 
(iii)系统(15)是随机稳定的。 

4. 总结 

本文对一类带有多时滞的奇异 Markov 跳变系统的稳定性进行了分析。我们首先给出了所讨论的系

统是正系统的充分条件。其次，我们给出了所讨论的系统正则和无脉冲的充分条件。最后，我们利用

Lyapunov 函数方法给出了所讨论的系统随机稳定的一些充分条件。在以后的研究中，我们将进一步研究

带有多时滞的中立型奇异 Markov 跳变正系统的稳定性。 
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