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摘  要 

纽结理论中主要研究对象为纽结和链环，对它们的研究是通过所对应的纽结投影图来展开的。纽结多项

式是一类以多项式表达的纽结不变量，例如Alexander多项式和Jones多项式。HOMFLY多项式是一个双

变量的Laurent多项式，两个变量分别是m和l，是继Jones多项式之后，又一计算纽结不变量的多项式。

Brunnian链环是一类特殊的链环，拆去任何单个分量都会生成一个平凡链环。本文主要结合HOMFLY多
项式的定义和性质，应用拆接关系研究计算Brunnian链环的HOMFLY多项式。 
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Abstract 
The main research objects in knot theory are knots and links, but the research on them is carried 
out through the corresponding knot projection diagram. The knot polynomial refers to a class of 
knot invariant expressed by polynomials, such as the Alexander polynomial and the Jones poly-
nomial. The HOMFLY polynomial is a bivariate Laurent polynomial with two variables m and l, 
which is another important polynomial for calculating knots after the Jones polynomial. Brunnian 
link is a special class of link in which the complement of any one component is a trivial link. In this 
paper, we state and calculate the HOMFLY polynomials of Brunnian link by using the definition 
and properties of HOMFLY polynomials and the disconnection relation. 
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1. 引言 

纽结理论是拓扑学中的一个不可或缺的领域分支。在纽结理论中，把纽结和链环作为主要研究对象，

从纽结投影图开始对它们展开研究。纽结(链环)多项式是一个纽结不变量，且是以系数符合给定纽结(链
环)性质的多项式。1985 年，Jones 为纽结或链环定义了一个新的多项式不变量。之后 Peter Freyd、David 
Yette、Jim Hoste、W. B. R. Lickorish、Kenneth C. Millett、Ocnean，几乎在同一时间独立地提出了一种新

的关于一个有向纽结或链环的双变量多项式——HOMFLY 多项式。HOMFLY 多项式为纽结相关研究带

来了新进展和新成就，HOMFLY 多项式与 Alexander 多项式和 Jones 多项式有某些联系，它在一定程度

上可以说是 Alexander 多项式和 Jones 多项式的一般形式，纽结的 Alexander 多项式或 Jones 多项式可以

直接由 HOMFLY 多项式得出。 
1892 年，Hermann Brunn 引入了一类非平凡链环，这些链环具有这样的属性：拆去任何单个分量都

会生成一个平凡链环，这样的链环被称作 Brunnian 链环。换句话说，如果每一个(n − 1)-分量的子链都是

平凡的，则一个有 n 个分量的链环就是 Brunnian 链环。由于 Brunnian 链环的任意真子链环都是平凡的，

链环构造具有特殊性，所以 Brunnian 链环在学术上的性质被利用进行广泛探究，会根据 Brunnian 链环的

概念去对链环进行新的性质的定义，比如：一个有 n 个分量的链环，如果拆去任何一个分量使 L 平凡化，

则可以说 L 是 Brunnian 的。本文主要研究这一类 Brunnian 链环，利用 HOMFLY 多项式的拆接关系，对

链环投影图的交叉点依次进行拆接，重复操作，得到该链环 HOMFLY 多项式的递推关系式，进而计算

得出 HOMFLY 多项式。 
本文的组织结构为：在第 2 节中，回顾了一些关于纽结的基本知识，有关 HOMFLY 多项式的定义

及性质，同时还简单介绍了 Brunnian 链环。在第 3 节中，利用 HOMFLY 多项式的拆接关系和 Brunnian
链环的性质计算 Brunnian 链环的 HOMFLY 多项式。第 4 节中，对本文的主要研究结果进行总结。 

2. 预备知识 

2.1. 纽结与链环 

纽结[1] 设 K 为 S3中的一个简单闭曲线，且 3K S≅ ，则称 K 为一个纽结。若给出 K 一个方向，那么

K 为定向纽结，如图 1 是平凡结。 
链环[2] 将若干个互不相交的圆周 1

iS ( )1 ,  1i n n≤ ≤ > 嵌入球面 S3或者三维欧氏空间 R3中，这些圆周

形成的空间图称为链环，记 1 2 nL K K K= ∪ ∪ ∪� ，每个 iK ( )1,2, ,i n= � 为链环 L 的一个分支，n 为链环

L 的分支数。如果给链环 L 每个分支一个方向，则称该链环为定向链环。 
注 1 [1] 纽结是特殊的链环，其分支数为 1。 

注 2 [1] 链环 L 为平凡链环：L 的每个分支 iK 都是平凡结。图 2 为平凡链环。 
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Figure 1. Trivial knot 
图 1. 平凡结 
 

   
Figure 2. Trivial link 
图 2. 平凡链环 

2.2. 纽结(链环)的投影图[3] 

对于一个纽结(链环)，选取一个合适的平面，选择一个合适的方向对其进行投影，把三维空间中的纽

结(链环)正则投影在该平面上，得到的投影图满足：(1) 只有有限多个交叉点；(2) 每个交叉点都是二重

点；(3) 在上行线和下行线处的投影都是互相穿越交叉的，则称为纽结(链环)投影图。 
注：由于所选取平面不同，得到的投影图也不相同。 

2.3. Reidemeister Move (R 变换) [4] [5] 

R 变换是纽结理论中最基本的变换，它可以概括三维空间中纽结所有的拓扑情形。R 变换概括为改

变纽结正则投影图的三种方式，而每种方式都会改变交叉点之间的关系。这三种变换形式具体为 R1变换、

R2变换、R3变换。Reidemeister 变换的变换形式如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. Reidemeister moves 
图 3. Reidemeister 变换 
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2.4. 纽结的分离并[6] 

在链环 L 的补空间 3R L− 中，存在一个二维球面 S，将其嵌入 S 可将链环分为两个不同的连通分支，

并且这两个分支分布在球面 S 的两侧，则称链环 L 为可分离的。如果将所得的这两个不同的连通分支记

为 iA ， 1,2i = ，令 i iL L A= ∩ ， 1,2i = ，称 L 为 L1和 L2的分离并，记作 1 2L L L= ∪ 。 

2.5. HOMFLY 多项式[7]-[9] 

2.5.1. HOMFLY 多项式的定义 
HOMFLY 多项式是一种双变量的多项式纽结不变量，并且是第一个可以同时推广出 Jones 多项式和

Alexander 多项式的多项式。 
HOMFLY 多项式的计算满足如下几个规则 
规则 1 不考虑链环的方向，平凡结的 HOMFLY 多项式为 1，即 ( ) 1P Ο = 。 
规则 2 ( ) ( ) ( )1

0 0lP L l P L mP L−
+ −+ + = ，其中 0, ,L L L+ − 为三个可定向链环，且除了图 4 所示的部分，

链环的其余部分均相同。 
 

 
Figure 4. ,L L+ −  and 0L  
图 4. ,L L+ − 和 0L  

2.5.2. HOMFLY 多项式的性质 
性质 1 ( ) ( ) ( )1 1 P L l l m P L− −∪Ο = − + 。 
性质 2 若链环 L 为 L1和 L2的分离并，则 ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 2 P L l l m P L P L− −= − + 。 
性质 3 ( ) ( ) ( )1 2 1 2#P L L P L P L= 。 

性质 4 *L 为可定向链环 L 的镜像，则 ( ) ( )1, ,LL
P l m P l m∗

−= ，即 ( )P L∗ 为 ( )P L 中 l 替换为 1l− 。 
性质 5 令 L− 为可定向链环 L 中每个分支反向，则 ( ) ( )P L P L− = 。 

2.6. Brunnian 链环 

构造[10] Brunnian 链环是一个非平凡链环，使得每个子链环都链环同伦于平凡链环。例如：3-分支

的 Brunnian 链环是 Borromean 链环，图 5 为一个 n-分支的 Brunnian 链环 Bn。 
 

 
Figure 5. Brunnian link with n components Bn 
图 5. n-分支的 Brunnian 链环 Bn 
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例： 2n = 时，与 n-分支的 Brunnian 链环 Bn相对应的 2-分支的 Brunnian 链环 B2，其对应的投影图如

图 6 所示。 
 

 
Figure 6. Brunnian link with 2 components B2 
图 6. 2 分支的 Brunnian 链环 B2 

3. Brunnian 链环 Bn 的 HOMFLY 多项式 

定理 3.1 Brunnian 链环 Bn的 HOMFLY 多项式的表达式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

 13 21 3 1 2 4 2 1 1

11  2 21 3 1 1 1 2

3

2 1 1

              2 1 .

nn

n

n in i

i

P B l l m m l l m m m l l m

l l m m l l m l l m

−−− − − −

− −−
− − − −

=

 = + − + − + + − − + 

   + + − − + + −   ∑
 

证明 应用 HOMFLY 多项式的拆接关系，拆接 Bn最右边分支上左上角的交叉点，得到两个新的链环，

将这两个链环分别记为 ,n nB B′ ′′，如图 7 所示。 
 

    

Figure 7. ,n nB B′ ′′  
图 7. ,n nB B′ ′′  

 

可得到拆接关系式 

( ) ( ) ( )1 0n n nlP B l P B mP B− ′′ ′+ + = .                         (3.1) 

然后对 nB′应用一系列 R 变换，得到链环 nB ∗′ ，如图 8 所示。 
 

 

Figure 8. nB ∗′  

图 8. nB ∗′  
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再对 nB′′应用一系列 R 变换，此时 nB′′等价于 2n − 个平凡结和一个 Hopf 链环的并，根据 HOMFLY 多

项式的性质(1)可得到 nB′′的 HOMFLY 多项式的表达式，即 

( ) ( ) (
21 1 n

nP B l l m P
−

− − ′′ = − + ⋅  ) .                      (3.2) 

下面计算(3.2)中Hopf链环的HOMFLY多项式，对上述Hopf链环中最上面的上交叉点应用HOMFLY
多项式的拆接关系，如图 9 所示。 
 

 

Figure 9. The skein relation of the Hopf link 
图 9. Hopf 链环的拆接关系式 
 

经过一系列 R 变换， L+ 等价于两个平凡结的并， 0L 等价于一个平凡结。 
则有拆接关系式 

(1l P− ) (lP+ ) (mP+ ) 0= .               (3.3) 

整理(3.3)有 

(P ) ( ) ( )2 1 1 3 1 1l l l m ml l m l m m− − − − = − − + − = + −  .            (3.4) 

将(3.4)代入(3.2)得 

( ) ( ) ( )21 1 3 1 1n

nP B l l m l m l m m
−

− − − −   ′′ = − + + −    .                (3.5) 

计算出 nB′′的 HOMFLY 多项式后，接着分析 nB ∗′ 。对链环 nB ∗′ 右上方的交叉点应用 HOMFLY 多项式

的拆接关系，得到 1nA − 和 1nL − ，如图 10 所示。 
 

 

Figure 10. The skein relation of nB ∗′  

图 10. nB ∗′ 的拆接关系式 
 
那么就有拆接关系式 

( ) ( ) ( )1
1 1 0n n nl P B lP A mP L− ∗
− −′ + + = .                       (3.6) 

注 1 其中 1nA − 表示 1n − 个平凡结的并，根据 HOMFLY 多项式的性质(1)，有 
( ) ( ) 21 1

1

n

nP A l l m
−

− −
−

 = − +  。 
注 2 将 nB 最右侧的分支增加一个，并且这个新增的分支与链环 nB 最右侧分支的连接方式一致，方
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向相反，令其为 nL 。 
对(3.1)、(3.5)和(3.6)进行整理，得到 ( )nP B 关于 ( )nP L 和 ( )1nP A − 的表达式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 1 1 1 1 1
1 1

n

n n nP B mlP A m P L l l m lm l m m
−

− − − − −
− −

   = + − − + + −    .         (3.7) 

其中，由注 1 可知 ( ) ( ) 21 1
1

n

nP A l l m
−

− −
−

 = − +  ，下面只需再计算出 ( )1nP L − 即可。 
接下来，应用 HOMFLY 多项式的拆接关系，拆接链环 1nL − 的右上角的端点 C，得到 1nL −′ 和 1nL −′′ ，如

图 11 所示。 
 

 
Figure 11. The skein relation of 1nL −   
图 11. 1nL − 的拆接关系式 
 
得到拆接关系式 

( ) ( ) ( )1
1 1 1 0n n nl P L lP L mP L−
− − −′ ′′+ + = .                        (3.8) 

再次应用 HOMFLY 多项式的拆接关系，分别对 1nL −′ 和 1nL −′′ 的右上端点进行拆接，得到 1nB − 、 1nB − ∪Ο

和 1nB − 、 1nL − ∪Ο。如图 12 所示。 
 

 

Figure 12. The skein relation of 1nL −′  and 1nL −′′  
图 12. 1nL −′ 和 1nL −′′ 的拆接关系式 
 
得到拆接关系式 

( ) ( ) ( )1
1 1 1 0n n nlP L l P B mP B−
− − −′ + ∪Ο + = .                      (3.9) 

和 

( ) ( ) ( )1
1 1 2 0n n nlP L l P B mP L−
− − −′′ + + ∪Ο = .                     (3.10) 

整理(3.8)~(3.10)，可得 ( )1nP L − 的表达式 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 2n n nP L l l m m P B m l l P L− − −
− − −= + − − + .               (3.11) 
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将(3.11)中的 n 替换为 1n + ，即得到 ( )nP L 的表达式 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1n n nP L l l m m P B m l l P L− − −
−= + − − + .                (3.12) 

将(3.7)的结果代入(3.12)，整理得 ( )nP L 的递推关系式为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 2 1
1 1 1

2 21 3 1 1
1 12 ,

n n n n

n n

P L l l m m l l m m P A m P L m l l P L

l l m m P L l l m m P A

− − − − −
− − −

− − −
− −

= + − + − + − +

= + − + + −
 

令 ( )( )1 3 2a l l m m−= + − ， ( ) ( ) ( )
2 21 1

1n nb l l m m P A− −
−= + − ，则上式等价于 

( ) ( )1n n nP L aP L b−= + . 

将上式中 n 取 3,4, , 1n −� ，可依次推出 

( ) ( )1 2 1n n nP L aP L b− − −= + ,                              (3.13) 

�  

( ) ( )3 2 3P L aP L b= + .                               (3.14) 

对上述式子进行整理，可得出 

( ) ( )2 3
2 1 3

n n
n n nP L a P L b ab a b− −

−= + + + +� ,                  (3.15) 

其中 ( ) (2P L P= )。 

应用 HOMFLY 多项式的拆接关系，拆接 ( )2P L 最上面的交叉点，得到拆接关系式 

(1l P− ) (lP+ ) (mP+ ) 0= . 

整理得 

(P ) (2l P= − ) (mlP− ) .                     (3.16) 

其中 (P ) (P= )。 

对 ( )2P B 左侧交叉点应用 HOMFLY 多项式的拆接关系，得到拆接关系式 

(lP ) (1l P−+ ) (mP+ ) 0= . 

即 

(P ) (2l P−= − ) (1ml P−− ) ( )1 3 1 1l l m ml− − − −= + − .            (3.17) 

把(3.17)代入(3.16)，即可计算出 ( )2P L 的表达式 

( ) ( ) ( )21 2 2
2 1P L l l m m− −= + − + .                          (3.18) 
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再将(3.18)代入(3.15)，整理得 ( )nP L 的表达式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

2 2 21 3 1 2 2

2 2 21 3 1 1 1 1

3

2 1

2 .

n n

n

n n i i

i

P L l l m m l l m m

l l m m l l m l l m m

− −− − −

− −
− − − − −

=

= + − + − +

   + + − − + + −   ∑
          (3.19) 

根据 ( )nP L 的表达式可知 ( )1nP L − ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

3 3 21 3 1 2 2
1

1 1 2 2 21 3 1 1 1 1

3

2 1

2 .

n n

n

n n i i

i

P L l l m m l l m m

l l m m l l m l l m m

− −− − −
−

− − − −
− − − − −

=

= + − + − +

   + + − − + + −   ∑
         (3.20) 

最后把(3.20)代入(3.7)中，可计算出 Brunnian 链环 Bn的 HOMFLY 多项式的表达式，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

13 3 21 3 1 2 4 2 1 1

1 1 2 21 3 1 1 1 2

3

2 1 1

2 1 .

nn n

n

n n i i

i

P B l l m m l l m m m l l m

l l m m l l m l l m

−− −− − − −

− − −
− − − −

=

   = + − + − + + − − +   

   + + − − + + −   ∑
 

4. 结语 

本文主要研究一类特殊的 Brunnian 链环 Bn，通过应用 HOMFLY 多项式的性质以及拆接关系，对链

环投影图中某个交叉点进行拆接，重复操作下去，得到相应的递推关系式，进而计算出这类特殊的 n-分
支定向 Brunnian 链环 Bn的 HOMFLY 多项式。 
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