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摘  要 

折点回归模型是指响应变量与某个协变量之间存在连续的分段线性关系，本文基于面板数据，研究了个

体间具有群组结构的多折点回归模型。首先，建立一种基于贪心策略的坐标下降法用于预估折点位置，

用较小的计算代价解决了折点估计量对初值敏感的问题，并使用信息准则选择合适的折点个数。然后，

基于该折点预估算法的框架下，使用最大最小距离法选择初始聚类中心，用于K-means类型的算法去优

化各组的模型参数，分组的个数由自动化手肘法确定。数值模拟和实证分析显示，该方法可得到良好的

参数估计和群组结构估计，并且在真实的女性黄体酮数据中具有实际意义。 
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Abstract 
A kink regression model refers to a model where the response variable has a continuous piece-
wise linear relationship with a covariate. This paper studies a multi-kink regression model with 
grouped structure among individuals based on panel data. First, a coordinate descent method 
based on a greedy strategy is established to estimate the kink locations, addressing the issue of 
sensitivity to initial values in kink estimation with minimal computational cost. An information 
criterion is used to select the appropriate number of kinks. Then, within the framework of this 
kink estimation algorithm, the max-min distance method is used to select the initial clustering 
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centers for a K-means type algorithm to optimize the model parameters for each group. The num-
ber of groups is determined using an automated elbow method. Numerical simulations and em-
pirical analysis show that this method can achieve good parameter estimation and grouped struc-
ture estimation. Moreover, the grouped structure and within-group parameters have analytical 
value in the real-world data of female progesterone levels. 
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1. 引言 

在回归模型中，线性回归模型作为一种基础且应用广泛的统计方法，被广大研究者与实践者所熟知

和使用。然而，传统的线性回归模型在面对一些非线性的数据关系时，可能无法达到理想的拟合效果。

而折点回归模型从一定程度上放松线性假定，假设变量间呈分段线性关系，在生物、经济等应用领域有

着重要应用。 
文献[1]首次提出单折点回归模型，用于研究响应变量与协变量之间连续的分段线性关系，与此同时

文献[2]提出基于累积和的方法构造了关于单折点的假设检验方法。随后，折点回归模型在不同场景下都

有所应用，比如文献[3]分析了哺乳动物的最大奔跑速度和身体质量之间的关系；文献[4]结合逻辑回归研

究了病毒免疫测试数据的折点回归模型；文献[5]研究时间序列数据的单折点推断并用于分析增长与债务

问题。也有一些文献研究单折点模型的稳健估计量，比如文献[6]和文献[7]分别基于分位数损失和秩的估

计量。对于当折点的个数是未知时，文献[8]首次将单折点回归模型推广到多折点情形，并在分位数损失

框架下研究了估计量的渐近性质和折点存在性检验。而文献[9]提出使用自助法为折点构建置信区间。 
但由于折点的存在，这使得求解模型估计量时的优化问题变得比较棘手。一方面，导致损失函数在

该处不可导，许多基于一阶导乃至二阶导的优化算法均变得不可行；另一方面，折点问题对应的损失函

数都是非凸函数，一些局部极值点的存在使得优化结果十分依赖初值。现有的折点估计方法，基本上分

为四种类型：第一种是网格搜索法，构造仅关于折点的条件损失函数，再通过网格搜索寻找条件损失函

数的最值点，比如文献[5]；第二种是基于泰勒展开的局部线性近似法，拆开非线性项，通过迭代的方式

更新寻找折点位置，比如文献[10]；第三种是基于马尔可夫链蒙特卡洛方法，比如文献[11]，但是该方法

即使在简单的模型中也有很大的计算负担；第四种是使用平滑过渡核函数去替代不可导的函数，然后使

用基于导数的优化方法，比如文献[12]。在文献[12]中系统地比较了单折点回归模型的这四种估计方法，

除了马尔可夫链蒙特卡洛方法计算效果较差外，另外三种方法的估计效果都彼此接近。而当折点个数较

多时，估计方法的选择将愈发困难。随着折点个数增加，局部线性近似法和平滑过渡核函数都面临优化

结果对初值敏感的问题，网格搜索法和马尔可夫链蒙特卡洛方法都面临成倍的计算成本问题。 
随着数据类型的复杂化，已有一些文献着力于研究基于面板数据的折点回归模型，比如文献[13] [14]，

拓展了一般的折点问题，研究面板数据单折点和协变量具有相关性的模型。还有一些文献基于纵向数据

背景下应用折点回归模型，比如文献[15]研究得到女性黄体酮数据的两个关键折点，以及文献[16]研究阿

兹海默高风险中年人的认知与年龄关系。 
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而在面板数据背景下，个体间的同质性是一个十分具有意义的话题，利用这种同质性还能增加参数

估计的效率，当数据的时间维度不大时，利用个体同质性能大大增加折点估计的精确程度。文献[17]采用

二项分割算法，分别对几种不同类别的参数聚类，充分利用样本间的同质性信息去提高估计量的渐近效

率，但是由于不同类别的参数之间的分组结构不同，因而缺乏一定的直观性。本文将从另一种聚类角度

出发，从新的视角构建面板数据的分组多折点回归模型，即采用对个体聚类的角度，在保持模型解释力

的基础上，拓展折点回归模型在面板数据应用中的灵活性。 
本文剩余部分的结构安排如下：第二节主要介绍面板数据时单组和多组的多折点回归模型及其估计；

第三节通过数值模拟实验展示了模型估计量的有限样本表现；第四节将该模型用于分析真实数据；第五

节是总结部分。 

2. 模型及估计 

2.1. 面板数据的多折点回归模型的参数估计 

基于面板数据，这一小节讨论的是将一部分个体视为同一组时给出相应的参数优化方法。当一些个

体真实参数不相同时，如果依然将这些混杂的个体视为同一组，那么现有的折点优化算法均无法在低计

算成本的同时快速收敛，这一小节给出一种特殊的坐标下降法解决这一问题。假设个体数量有 N 个，其

中某 m 个属于同一组，现在需给出这一组的参数优化方法。 
假设有界门限变量 itx 与响应变量 ity 有连续的分段线性关系，而 itz 是一个 p 维协变量，其中 1, ,i N= �

和 1, , it T= � 。出于记号上的简便，不妨假定数据是平衡面板数据，即对于任意 1, ,i N= � 都有 iT T= ，对

于非平衡面板数据，本文的模型及其算法依然可行。现假定数据来源于有个体固定效应的多折点回归模

型，所有个体共享相同的系数参数和 K 个折点参数，即 

( ) T
0

1
γ z

K

it i it k it k it it
k

y x xµ α α δ ε
+

=

= + + − + +∑ ,                        (1) 

其中函数 ( ) { }max ,0a a+ = ，折点位置参数 kδ ， 1, ,k K= � 互不相同， iµ 为个体固定效应，门限变量的系

数参数满足 0kα ≠ ， 1, ,k K= � ，协变量的系数参数 γ 是一个 p 维向量， itε 为扰动项。 
本文使用平方损失函数估计模型(1)的参数。若记折点参数 ( )T

1, ,δ Kδ δ= � 和依赖于折点参数的变量

( ) ( ) ( )( )T T
1, , , ,x δ zit it it it K itx x xδ δ+ += − −� � ，并记相应的系数参数 ( )T T

0 1, , , ,θ γKα α α= � ，那么模型(1)的非

线性最小二乘估计量 δ̂， θ̂和 μ̂是使得损失函数 

( ) ( )( )2T

1 1

1, ,δ μ θ θ δ
N T

it i it
i t

Q y x
NT

µ
= =

= − −∑∑ �                         (2) 

达到最小值时相应的参数。关于 ( ), ,δ μ θQ 的优化问题涉及两个关键点。其一，损失函数的优化是一

个非线性最小二乘问题，事实上其参数 δ，μ和θ的优化结果非常依赖初值的选择，如果先固定 δ，得到

对应的估计量 ( )μ̂ δ 和 ( )θ̂ δ ，这时损失函数可以视为仅由 δ决定的函数，最后可通过搜索 δ得到最终的估

计量 δ̂， ( )ˆ ˆθ δ 和 ( )ˆμ̂ δ 。当折点个数过多时即 K 过多时，难以平衡优化的速度和精度，本文使用一种特殊

的坐标下降法结合网格搜索用于预估折点位置，在下一小节介绍聚类算法将个体分组之后，最后再来使

用无导数优化算法提高 δ的估计精度。其二是折点参数 δ的维数 K 通常是未知的，所以θ和 ( )δitx� 的维度

是未知的，这里我们暂时假定折点个数 K 是已知的，在本小节结束时将使用信息准则选择最合适的 K。 
针对问题的第一点，当给定折点个数 K 时，先给出损失函数(2)的优化方法。记 

( ) ( )
1,

min , ,
μ θ

δ δ μ θ
 N K p

L Q
+ +∈ ∈

= , 
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其中 a� 表示 a 维向量空间，所以对于给定的 δ，可以先优化 μ和θ得到对应损失函数。这一步的优化问

题是常规的线性最小二乘问题，可以直接给出显式解 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
T 1T T Tˆˆ ,μ δ θ δ χ δ χ δ χ δ Y

−
= , 

其中 ( ) ( )( );χ δ D X δ= ，D I eN T= ⊗ ，IN 表示 N 阶单位矩阵，eT 为元素全为 1 长度为 T 的向量，而 ( )X δ
和Y 分别是所有 ( )x δit� 和 ity ，1 i N≤ ≤ ，1 t T≤ ≤ 按照 ( ),i t 字典排序后竖向堆叠形成的矩阵和向量。由此

外，使用如牛顿迭代等方法也能得到优化结果。 
现在优化 ( ), ,δ μ θQ 问题化为寻找 

( )ˆ arg min
δ

δ δ
K

L
∈

= ,                                     (3) 

其中是一个闭区间，其范围取决于有界门限变量 itx ，一般可假定区间下界和上界取为 itx 观测值的 5%
和 95%分位数。由于目标函数 ( )δL 非凸且不可微，所以一些文献采用对 ( )a + 函数局部线性近似的方法迭

代得到优化结果，但由于该方法对于初值的选取比较敏感，导致其易于收敛到局部最优值甚至不收敛，

当局部线性近似方法应用在分组多折点回归模型的优化时，由于不同个体的折点参数或系数不一样，收

敛问题将会更加严重。这里使用一种基于坐标下降法的网格搜索方法，通过计算门限变量 itx 观测值的一

些分位点，得到候选折点向量 ( )T
1, , sA a a= � ，进而(3)的优化问题变成 

( )ˆ arg min
δ

δ δ
KA

L
∈

= ,                                    (4) 

该优化结果即是折点参数的预估值。下面给出一种基于贪心策略的坐标下降法，用于优化(4)。因为 δ
是 K 维向量，当使用信息准则选取最合适的 K 时，需要重复计算不同的 K 值，需要提供一种算法最好能

在估计 K 维时的过程中顺便估计 0, , 1K −� 维时的结果以节约计算时间。所以先假定 δ是 0 维的，每升一

维时就立即找到当前维度的最佳估计。算法 1 给出了当 δ在升维时如何从候选折点 1, , sa a� 中找到目前最

适合添加的折点的方法，这种算法便是直接找到使损失下降最快的候选折点 va ，然后返回添加了该折点

的新向量 δv

�
。 

 
算法 1：添加折点算法 ( )Add ,δ A  

输入当前已有折点 ( )T
1, ,δ rd d= � ，候选折点 ( )T

1, , sA a a= �  

for n in [ ]1, , s� : 

令 ( )T
1, , ,δn r nd d a←

�
�  

计算相应的损失大小 ( )δn nL L←
�

 

找到 nL 中最小值所在的索引 v，可知往 δ 中添加 va 为最优选择 

输出 δv

�
 

 
当 δ添加了新的一个折点之后，即升维之后，原来的折点需要更新，算法 2 给出替换折点算法，在

所有折点中找到最需要被更新的折点，更新后返回替换某折点后的新向量 ,δu v

�
。 

基于算法 1 和算法 2，算法 3 给出了损失函数(2)优化的整个过程。首先假定当前的折点为空向量，

然后逐步升维，每次升维时调用算法 1，并在当前维度循环调用算法 2 替换折点直到折点向量不再变化，

随后继续升维，依此类推，直到 δ升到 K 维并且不再发生变化后即可结束循环，最后输出每个维度下最

合适的折点向量 0 , ,δ δK� 。 
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算法 2：替换折点算法 ( )Rep ,δ A  

输入当前已有折点 ( )T
1, ,δ rd d= � ，候选折点 ( )T

1, , sA a a= �  

for m in [ ]1, , r� ： 

for n in [ ]1, , s� ： 

令 ( )T
, 1 1 1, , , , , ,δm n m m r nd d d d a− +←
�

� �  

计算损失大小 ( ), ,δm n m nL L←
�

 

找到 ,m nL 中最小值所在的索引 ,u v ，可知将 δ 中的 ub 替换为 va 为最优选择 

输出 ,δu v

�
 

 

算法 3：折点预估算法 ( )Kink ,A K  

输入候选折点 ( )T
1, , sA a a= � ，指定折点个数 K 

初始化当前的折点 0δ =∅  

for k in [ ]1, , K� ： 

令 0m ←  
计算 ( ) ( )0

1Add ,δ δk k A−← ， 

#注释：其中 δ 的下标表示当前维数，上标表示在当前维数时的迭代轮数 
while True： 

计算 ( ) ( )( )1
1 1Rep ,δ δm m

k k A+
+ +←  

如果 ( ) ( )1
1 1δ δm m

k k
+

+ += ，那么记 ( )1
1 1δ δ m

k k
+

+ +← 并提前跳出当前的循环 
否则令 1m m← +  

输出 0 , ,δ δK�  

 
这个算法的本质是一种基于贪心策略的坐标下降算法，并且在坐标下降时使用的线搜索方法是网格

搜索，但核心步骤是算法 2，一般的坐标下降会轮流更新每个参数，而算法 2 实际上只会优先更新能使

损失值下降的最低的折点。至于精确寻找折点 δ，算法 3 得到的预估值作为初值，使用无梯度优化算法，

比如 Nelder-Mead 算法，即可在给定精度下，迭代求得更精确折点位置，避免了初值敏感问题。 
当给出指定 K 时模型(1)的最小二乘估计方法后，即可由贝叶斯信息准则确定组内的折点个数，通常

假定折点的个数并不会很多，故设定最大折点个数为 5，并对于每个 1, ,5K = � 计算相应的 BIC 值 

( ) ( )( ) ( )2logˆ ˆˆBIC log , ,
2K

N
K Q P

N
= +δ μ θ , 

其中 KP 表示总共的未知参数个数，即 δ，μ与θ的维数之和，最终选择使 BIC 值达到最小的 K 作为折点

个数估计值 K̂ 。 

2.2. 分组多折点回归模型及其参数估计 

现在考虑分组多折点回归模型，在上一小节讨论过面板数据的多折点回归模型的参数估计之后，其

解决的问题即为每一组数据的参数估计。继续讨论面板数据{ }, , zit it ity x ， 1, ,i N= � ， 1, ,t T= � ，为了记

号上的简便，这里还是假定每个个体的观测次数一致，对于非平衡面板数据依然可行。现在引入群组结

构，假设个体划分为 G 个不同的群组，对于任意个体 i，其所属的组别是 { }1, ,ig G∈ � ，在同一组内的个
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体共享除固定效应外的其它参数，即分组折点回归模型表示为 

( ) T
0

1
zγ

gi

i i i i

K

it i g it g k it g k g it it
k

y x xµ α α δ ε
+

=

= + + − + +∑ ,                        (5) 

其中 g 组共享的参数包含折点个数 gK ，折点位置 ( )T

1, ,
gg g gKδ δ= �δ ，门限变量系数 ( )T

0 , ,α
gg g gKα α= �

和协变量系数 γg 。 
模型的损失函数定义为 

( ) ( )
2

T
0

1 1 1

1, , ,δ μ θ 
gi

i i i i

KN T

it i g it g k it g k g it
i t k

Q y x x z
NT

µ α α δ γ
+

= = =

 
= − − − − −  

 
∑∑ ∑ ,              (6) 

其中折点位置参数 ( )T T T
1 , ,δ δ δG= � ，固定效应参数 ( )T

1, ,μ Nµ µ= � ，系数参数 ( )T T T
1 , ,θ θ θG= � ，这里

( )T T T,θ α γg g g= 且 ( )T
0 , ,

gg g gKα α= �α ，群组结构参数 { }1, ,  G= � ，这里 { }, 1, , g ii g g i N= = = � 表示

第 g 组所含的全部个体集合。在优化(6)求解参数估计量时，先假定群组个数 G 已知，后续再来讨论 G 的

选择方法。 
将损失函数(6)改写为更加紧凑的形式 

( ) ( )( )2T

1 1

1, , ,δ μ θ θ x δ
i i

N T

it i g it g
i t

Q y
NT

µ
= =

= − −∑∑ � , 

其中 ( )T T T,θ α γg g g= 和 ( ) ( )( )TT T,x δ x δ zit g it g it=� ，这里 ( ) ( ) ( )( )T
1, , ,

git g it it g it gKx x xδ δ
+ +

= − −�x δ ，并可进一步

写成可分离形式 

( ) ( )( ) ( )
1

2T

1 1

1, , ,δ μ θ θ x δ
N T

it i g it g i

G

g i t
Q y I g g

NT
µ

= ==

 =  
 

− − =∑∑∑ � ， 

其中如果表达式 a 成立则 ( ) 1I a = ，否则 ( ) 0I a = 。 
考虑当给定 { }1, ,  G= � 时，估计每组参数。显然，对每一组数据{ }, , zit it ity x ，  gi∈ ， 1, ,t T= �

都可以按照上一节讨论的方法计算相应的折点参数估计量 δ̂g ，固定效应估计量 ( )Tˆ ˆμ
 gg i i

µ
∈

= 和系数参数

估计量 θ̂g 。 
考虑当已知每组参数 δg ， μg 和 θg 时，估计。我们需要先定义个体之间的距离和个体到群组中心

的距离。因为个体固定效应参数 μg 依赖于个体而不是群组，同一个个体分在不同的群组时，个体固定效

应需要重新估计，所以定义 g 组的中心仅为参数 ( )TT T,c δ θg g g= 而不是 ( )TT T T, ,μ δ θg g g 。基于此，我们定义个

体 i 到 g 组的距离为 

( )( )T
,

1

1min θ x δ
T

i g it g it g
t

d y
Tµ

µ
∈ =

 = − − 
 
∑

�
� . 

以个体 i 自成一组得到参数估计量θi
� 和 δi
� ，那么就可以定义个体 i 到个体 j 的距离为 

( )( )T
,

1

1min θ x δ
T

i j it j it j
t

d y
Tµ

µ
∈ =

 = − − 
 
∑

�
� � �� , 

其作用是找到与给定个体差异最大的个体，可用于选择初始中心。注意这里所定义的个体到个体的

距离，事实上并不是度量空间中所定义的距离，比如不满足对称性等。 
现在通过 K-means 类型的聚类算法即可完成分组。当完成分组之后，即可使用按照算法 3 得到的每

组预估折点位置，然后将其作为初值使用 Nelder-Mead 算法得到精确的折点位置。因而将 g 组内的损失

定义为 
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( ) ( )( )2T

1

1, , , 1, ,μ θ δ θ x δ
 g

T

g g g g it i g it g
i tg

Q y g G
N T

µ
∈ =

= − − =∑ ∑ � �  

按照上一小节所讨论关于(2)式的优化方法去求解这个问题，即优化 

( ) ( )( )ˆ arg min , , , 1, ,δ μ δ θ δ δ
Kg

g

g g g g g g gQ g G
δ ∈

= = �  

这里的优化是使用算法 3 预估 δg ，并作为 Nelder-Mead 算法的迭代初值，进而得到精确估计结果。 
现在可以给出(6)式的估计算法如下： 

 
算法 4：分组多折点回归参数估计算法 ( )GKinK ,δ G  

输入折点位置 δ ，群组个数 G  
初始化聚类中心集合C ←∅  
随机选取一个个体 a，估计 θa

� 和 δa
� 作为首个聚类中心 1c  

更新 { }1C c←  

for g in [ ]2, ,G� ： 

分别计算每个个体 i 到 C 中每个聚类中心的距离 ,i sd�   

对于每个个体 i，都计算其到最近的中心的距离 { },mini s i sd d=� �  

如果 { }maxs i id d=� � ： 

计算个体 s 的参数估计 sθ� 和 sδ� 作为下一个聚类中心 gc  

更新 { }C C cg← ∪  

# 注释：现在已有 G 个聚类中心 { }1, ,C c cG= �  

while True： 
按照个体到中心的距离，将每个个体分配到最近的聚类中心得到群组估计 ̂  
分别计算每组的聚类中心，随后更新聚类中心集合 { }1̂ ˆ, ,C c cG← �  

如果相邻两次群组估计不再发生改变，则跳出循环 

# 注释：现在已得到群组估计 { }1
ˆ ˆ,ˆ ,  G= � 和聚类中心集合 { }1̂ ˆ, ,C c cG← �  

# 注释：聚类中心即为该组除固定效应外的参数估计，预估的折点位置 

精确计算折点位置 ( )TT T
1

ˆ ˆ ˆ, ,δ δ δG= � ，以及 ( )ˆμ̂ δ 和 ( )ˆθ δ  

输出分组标签 ̂，聚类中心集合C ， μ̂  

 
关于确定群组个数 G 的方法，通常是手肘法。一般来说手肘法难以自动化，这里采用一种经验的方法，

可用于自动提取 G 值。具体来说，先计算不同群组个数相应的均方误差MSEi ， 1, ,i M= � ，其中 M 是指

定的最大群组个数，然后依次计算相邻两线段 ( ) ( )11,MSE ,MSEg gg g−− − 和 ( ) ( )11,MSE ,MSEg gg g++ − 的

夹角，最后将夹角最小的位置作为群组个数估计 Ĝ 。 

3. 蒙特卡洛模拟 

3.1. 数据生成 

为了评价模型在参数估计方面的性能，我们准备几种不同的模型，个体数量 N 取 30 或 60，重复观

测次数 T 取 30 或 60。 
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生成过程 1 (静态面板)： 

( )
( )

T
10 11 11 1 1

T
20 21 21 2 2

,

,

z

z




it it it

it i it
it it it

x x i
y

x x i

α α δ γ
µ ε

α α δ γ
+

+

 + − + ∈= + + 
+ − + ∈

 

其中两组的个体数量比为 1 2: 1: 2N N = ，两组折点位置分别为 11 0δ = 和 21 1δ = 。第一组系数 
( ) ( )T

1 10 11, 1,0α α α= = ， ( )T
1 1,1γ = 而第二组 ( ) ( )T

2 20 21, 1, 1α α α= = − ， ( )T
2 0,1γ = ， iµ 为取值于{ }0, ,9� 上的

离散均匀分布， itε 为相互独立服从标准正态分布， itx 服从−5 到 5 区间上的均匀分布， zit 服从一个期望

为零且协方差矩阵为二阶单位矩阵的正态分布。 
生成过程 2 (无协变量 zit )：去除协变量 zit ，其它设定与生成过程 1 相同。 
生成过程 3 (AR 误差项)：误差项满足 ( )1it iti tε ρε υ−= + ，这里设定 0.6ρ = 且 itυ 服从标准正态分布，其

它设定与生成过程 1 相同。 
另外，为了评价群组个数识别能力，增加一个群组。模拟数据产生于模型 

( )
( )
( )

10 11 11 1 1

20 21 21 2 2

30 31 31 3 3

,

,

,

T
it it it

T
it i it it it it

T
it it it

x x i

y x x i

x x i

α α δ

µ ε α α δ

α α δ

+

+

+

 + − + ∈
= + + + − + ∈


+ − + ∈

γ z

γ z

γ z







 

其中三组的个体数量比为 1 2 3: : 1:1:1N N N = 。设定折点位置分别为 11 0δ = ， 21 1δ = 和 31 1δ = − ，第一组系

数 ( ) ( )T
1 10 11, 1,1α α α= = − ， ( )T

1 1,1γ = ，第二组系数 ( ) ( )T
2 20 21, 1,2α α α= = − ， ( )T

2 0,1γ = 和第三组系数 
( ) ( )T

3 30 31, 2,1α α α= = − ， ( )T
3 1,2γ = 。至于随机变量 iµ ， itε ， itx 和 zit 的模拟数据来自于与生成过程 1 同样

的分布。相应的无协变量 zit 和 AR 误差项的数据分别按照生成过程 2 和 3 中的定义。 

3.2. 评价标准 

考虑当真实群组个数 G 已知时，下面分别给出各参数估计量和群组估计量的评价标准。 
为了评价分组多折点回归模型的个体折点识别能力，定义折点个数误判比率为 

( ) ( )( )0
1

1 ˆKNMR
N

i i

i
I K K

N =

= ≠∑ , 

其中 ( )ˆ iK 和 ( )
0

iK 分别表示个体 i 的折点个数的估计值和真实值。为了评价系数参数 δ和 α 的估计量的表

现，考虑到估计的折点数量并不完全对应到真实的折点数量，从而导致参数 δ和 α 估计量的长度与它们

的真实长度不一定相同，在去除那些折点个数估计不一致的个体之后，才能较为直接评价参数估计效果，

从而将这两个参数的均方误差定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 02 2

1 1ˆ ˆ ˆ ˆMSE , MSEδ δ δ α α α
 c c

i i i i
c c

i iN N∈ ∈

= − = −∑ ∑ , 

其中 ( ) ( ){ }0
ˆ i ic i K K= = ， cN 表示集合 c 内元素的个数， 2a 定义为向量 a 的欧式范数， ( )δ̂ i 和 ( )α̂ i 是

个体 i 的估计值，而 ( )
0δ
i
和 ( )

0α
i
是相应的真实值。后文的模拟显示模型的折点错误分类率足够低，只有极

少数个体被排除在计算数据之外，因而上述评价标准整体上是有效的。按照一般定义，关于参数 γ 的均

方误差计算方式为 

( ) ( ) ( ) 2

0 21

1ˆ ˆMSE γ γ γ
N

i i

iN =

= −∑ , 

其中 ( )γ̂ i
和 ( )

0γ
i
分别是个体 i 的估计值和真实值。 

标准化互信息是一种评价不同群组结构接近程度的准则，其取值范围为 [ ]0,1 ，其值越接近 1 表明两
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种群组结构之间越彼此接近，在等于 1 时表明两个群组结构完全相同，具体地，记集类 { }1, ,  r= � 和

集类 { }1, ,  s= � ，并用 n 表示集合n 内元素的个数，那么当  n mn m N= =∑ ∑ 时，和的互

信息计算方式为 

( ) ( )
( ) ( )
2I ,

NMI ,
H H

 
 

 
=

+
, 

其中 ( ) ( ) ( )( ),I , logn m n m n mn m N N= ∑ ∩ ∩        ，而 ( ) ( ) ( )H log n nn A N A N= −∑ 表示集

类的信息熵。对于真实群组结构 { }1, ,  G= � 及其估计量 { }1
ˆ ˆˆ , ,  G= � ，这里使用 ( )NMI ˆ ,  作

为群组结构估计的评价标准。 

3.3. 模拟结果 

模拟结果如表 1 所示，可以得出一些结论：无论对于什么数据生成过程，在重复观测次数 60T = 时

折点个数误判比率 KNMR 均为 0，而在重复观测次数 30T = 时会轻微的错误判断折点个数；对于这三种

数据生成过程，T 的增大能显著提升群组结构估计，但是 N 的提升对群组结构估计的效果相比之下并不

大；从折点估计 δ̂的均方误差数据来看，当固定 T 时，N 的增加有助于提高折点的估计精度，当固定 N
时，T 的增加对折点估计的精度提升效果更好；在 1800NT = 时，由于 ( ) ( ), 30,60N T = 这个组合比

( ) ( ), 60,30N T = 的各项指标都要更好，这是因为前者的个体固定效应的参数规模更小，所以样本数据平

均在每个参数上含有的信息将会更多；由于协变量 zit 的系数参数 γ 和折点参数 δ和系数 α 共享同一群组

结构，当无变量 zit 时，群组结构的估计效果在一定程度上有所下降，这又反过来影响这些参数的估计效

果；最后，受到群组结构估计的影响，AR 误差项时的均方误差比无变量 zit 的均方误差更加稳定。 
 
Table 1. Given G = 2, the Kink number misidentification ratio (KNMR), mean squared error (MSE×102), and normalized 
mutual information (NMI) under different data generation processes, with the results shown as the averages from 500 simu-
lation experiments 
表 1. 给定 G = 2，不同数据生成过程时的折点个数误判比率 KNMR (×102)，均方误差 MSE (×102)和标准化互信息

NMI，所展示的结果为 500 次模拟实验的平均值 

生成过程 N T KNMR ( )ˆMSE δ  ( )ˆMSE α  ( )ˆMSE γ  NMI 

静态面板 

30 
30 0.000 3.221 1.236 0.651 0.990 

60 0.000 1.300 0.349 0.233 1.000 

60 
30 0.003 1.457 0.502 0.382 0.991 

60 0.000 0.704 0.175 0.107 1.000 

无变量 zit  

30 
30 0.000 4.469 3.093 - 0.863 

60 0.000 1.453 0.453 - 0.993 

60 
30 0.007 3.212 1.915 - 0.903 

60 0.000 0.711 0.242 - 0.995 

AR 误差 

30 
30 0.007 5.423 2.035 1.302 0.964 

60 0.000 2.283 0.549 0.356 0.999 

60 
30 0.003 2.623 0.942 0.768 0.971 

60 0.000 0.944 0.272 0.186 0.999 
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使用自动化的手肘法选择群组个数，模拟结果如表 2 所示：在每一种情况下，都以高频率正确地选

择了分为 3 个组，由于手肘法是基于损失函数值的方法，受到误差项的影响更大，所以数据生成过程是

AR 误差时，正确识别群组个数的频率有所降低。 
 
Table 2. The frequency of the number of kinks selected by the automated elbow method under different conditions, with 
each condition repeated 100 times 
表 2. 不同情况下自动化手肘法选择折点个数的频率，每种情况重复 100 次 

生成过程 N T 
手肘法 

2 3 4 

静态面板 

30 
30 0.01 0.94 0.05 

60 0.00 1.00 0.00 

60 
30 0.00 0.91 0.09 

60 0.01 0.98 0.01 

无变量 zit  

30 
30 0.04 0.87 0.09 

60 0.02 0.98 0.00 

60 
30 0.04 0.83 0.13 

60 0.00 1.00 0.00 

AR 误差 

30 
30 0.05 0.76 0.19 

60 0.05 0.93 0.02 

60 
30 0.12 0.77 0.11 

60 0.04 0.92 0.04 

4. 实证分析 

4.1. 数据集介绍 

本文所提出的方法将用于分析文献[18]给出的纵向黄体酮激素数据。此数据集收集了 51位女性在 1~5
个周期内的黄体酮激素含量值。一个完整的观测周期以排卵日为原点，包含其前 8 天和后 15 天在内共

24 日。数据集种共有 91 个观测周期和共 2004 个观测值。由于某些原因，某些观测周期内有缺失数据，

所以是非平衡数据，实际数据如图 1 所示。 
本文以观测周期为个体 i，所以 1, ,91i = � 而 1, , it T= � ，以黄体酮激素含量的对数值作为响应变量 ity ，

以观测日为门限变量 itx ，建立分组多折点回归模型应用于该数据。 

4.2. 分组多折点回归模型拟合结果 

接下来使用分组多折点回归模型拟合该数据集。设定可能的最大群组个数为 6，自动手肘法选择将

个体分为 3 组，相应的模型参数估计结果为 

( ) ( )
( ) ( )

1

2

3

0.07 ,
ˆˆ 0.00 0.40 1.21 0.54 5.82 ,

0.02 0.45 0.56 0.36 4.60 ,







it

it i it it it it

it it it

x i
y x x x i

x x x i

µ ε
+ +

+ +

 ∈
= + + + + − − ∈


+ + − − ∈

 

这里 ˆiµ 为个体固定效应，但并不是主要感兴趣的估计量，这里并未列出。从估计结果来看：在第一组
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内，对数黄体酮与观测日成简单的线性关系，在排卵日前后共 24 天内，对数黄体酮只有略微的上升趋势，

但并无折点；在第二组内，当排卵日未到来时，对数黄体酮激素含量无变化，约在排卵日前 1.21 天出现折

点，对数黄体酮激素含量产生激增，直到排卵日后 5.82 天又快速发生回落；对于第三组，与第二组同为两

个折点，但主要区别在于其对数黄体酮激素含量在第一个折点位置上升更快，在第二个折点回落的更慢。 
 

 
Figure 1. Logarithmic progesterone observation data, the horizontal axis is the date with ovulation day as the origin, and the 
vertical axis represents the logarithmic progesterone content 
图 1. 对数黄体酮含量观测值，横轴为以排卵日为原点的日期，纵轴表示对数黄体酮含量 
 

为便于展示各组对数黄体酮激素含量与观测日的关系，将个体数据减去其固定效应估计值，即

ˆit iy µ− ，得到原始数据上下平移后的新数据，并分别绘制各组的情况。结果如图 2 所示，直观地印证了

前面的参数估计结果分析，其中第二组和第三组最显著的区别在于，第二组在在一个观测周期的最后几

天已经开始回落，而第三组依然在上升。 
 

 
Figure 2. The data were divided into 3 groups and the logarithmic progesterone observations were translated up and down 
according to the fixed effect 
图 2. 将数据分为 3 组并且按照固定效应上下平移后的对数黄体酮观测数据 
 

使用未分组的多折点回归模型拟合，即只有一组时，得到模型估计如下 
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( ) ( )ˆ ˆ 0.00 0.40 0.71 0.45 5.32it i it it ity x x xµ
+ +

= + + + − − . 

相较于群组个数为 3 的分组折点回归模型，这个模型只能从整体层面得到对数黄体酮和观测日的关

系，只能观察到一些到被掩盖和混合的规律，即第一组无明显折点，第二组和第三组在观测末期有一些

相反的趋势，整体拟合后得出走势平缓的关系。 

5. 总结 

本文基于多折点回归模型和 K-means 类型的聚类方法，提出了分组多折点回归模型和响应的估计方

法。相对于以往的折点估计方法来说，该方法能将观测个体划分成不同的群组，所以能够更加灵活地捕

捉数据的内在信息。数值模拟实验和实际数据分析表明其有良好的估计性能和实际可行性。 
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