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摘  要 

运用Leray-Schauder度理论和不动点定理获得了两端固定支撑边界条件下四阶变系数常微分系统固结

梁边值问题 
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正解的存在性和唯一性，其中 [ ] [ )a b, : 0,1 0,→ +∞ 连续，非线性项 [ ]if R R: 0,1 × → 为连续函数且 

( ) ( )if x i,0 0 1,2≥ = 。 
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Abstract 
The existence and uniqueness of positive solution for the boundary value problem of fourth order 
variable coefficients ordinary differential system 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

u x a x u x f x v x x

v x b x v x f x u x x

u u u u

v v v v

4
1

4
2

, , 0,1 ,

, , 0,1 ,

0 1 0 1 0,

0 1 0 1 0

 + = ∈

 + = ∈


′ ′= = = =


′ ′= = = =

 

with clamped beam conditions were obtained using Leray-Schauder degree theory and fixed point 
theorem, where [ ] [ )a b, : 0,1 0,→ +∞  are continuous, nonlinear term [ ]if R R: 0,1 × →  are contin-

uous and ( ) ( )if x i,0 0 1,2≥ = . 
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1. 引言 

四阶常微分方程边值问题是描述在弹性变形下梁状态的数学模型，也称弹性梁问题，理想的弹性变

形条件对梁结构前期分析及后期延性调整起着至关重要作用。由于其重要的物理意义和实际应用价值，

许多学者对不同边界条件下四阶常微分方程解或正解的存在性情况进行了研究并取得了一系列丰硕成

果，参见文献[1]-[8]及其参考文献等。 
2010 年，Ma [5]借助 Krein-Rutman 定理和全局分歧技巧研究了两端简单支撑边界条件下四阶微分方

程 
( ) ( ) ( ) ( )4 , , , 0,1u x f x u u x′′= ∈  

正解的存在性，其中 [ ] [ ) ( ] [ ): 0,1 0, ,0 0,f × ∞ × −∞ → ∞ 连续；2022 年，Wang [6]等人应用单调迭代技巧获

得了两端滑动支撑边界条件下的常系数非线性四阶常微分方程 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )4

1 2 1 2 , 0,1y x k k y x k k y x h x f y x xλ′′+ + + = ∈  

正解的存在性，其中 [ )( )0, ,f C R∈ ∞ 。2006 年，Ma [7]运用分歧技巧关注了两端简单支撑边界条件下变

系数四阶常微分方程 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )4 , 0,1y x x y x a x f y x xβ ′′+ = ∈  

结点解的多重性，其中 [ ]0,1Cβ ∈ ， ( ) 2xβ π< ， :f R R→ 连续且满足 ( ) 0f u u > ；2013 年，Ma [8]通过
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非共轭理论和 Elias’s 谱理论给出了两端固定支撑边界条件下算子 ( ) ( ) ( )4 , 0,1u p x u x+ ∈ 的谱结构和正性。

一个重要的讯息是，文献[7] [8]对四阶常微分方程的研究都是在变系数条件下进行的。 
2008 年，An [9]通过变分法探究了一类二阶–四阶耦合常微分系统边值问题解的存在性、不存在性

和多重性情况；2020 年，Wang [10]利用锥上的不动点定理获得了四阶常微分方程非线性系统 
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正解的存在性，其中 [ ] [ ) [ ) [ )( )0,1 0, 0, , 0,if C∈ × +∞ × +∞ +∞ ， ( ), 1,2i i R iα β ∈ = 且 22iβ π< ，
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4 2 1i iα β
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值得注意的是，上述文献对边值问题的研究包括解(或正解)的存在性、不存在性及多重性，但鲜少表

明解的存在唯一性。与此同时，通过查阅资料，近年来对四阶常微分方程系统问题的研究还相对较少，

而且文献[10]获得的是常系数四阶系统问题当非线性项为正时正解的存在性结果。一个自然的问题是，非

线性项变号时，四阶常微分方程系统问题正解的存在情况如何呢？还有，如果是变系数系统，能否给出

正解的存在唯一性结果呢？受文献[8] [10]启发，本文研究两端固定支撑边界条件下四阶变系数常微分系

统边值问题 
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正解的存在性和唯一性。本文总假设： 
(A1) [ ], 0,1a b C∈ ， [ ]0,1x∀ ∈ ， ( ) ( )0 , 128a x b x≤ ≤ 且在 [ ]0,1 的任何子区间上不恒为 0； 
(A2) [ ]: 0,1if R R× → 连续， ( ) ( ),0 0 1,2if x i≥ = 且 if 关于第二变元 [ )0,y∈ +∞ 是单调递增的。 
本文将用到以下记号： 
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2. 预备知识 
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= ≤ 。记常系数齐次边值问题 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 0, 0,1 ,

0 1 0 1 0

u x au x x

u u u u

 + = ∈


′ ′= = = =
 

的格林函数为 ( )1 ,G x s ，通过计算可得 
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其中， 
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边值问题 
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等价于线性边值问题 
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而问题(3)的格林函数为 ( )1 ,G x s ， ( ) [ ] [ ], 0,1 0,1x s ∈ × ，已由式(2)给出。通过类似计算亦可得 
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的格林函数 ( )2 ,G x s 。 
引理 1 [8] 若假设(A1)成立，则 

( ) ( ) ( ) ( ), 0, , 0,1 0,1 ,iG x s x s> ∈ ×  
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( )
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= ，即 ( )0 ,i i im G x s M< ≤ ≤ ， 1,2i = 。 

引理 2 若假设(A1)~(A2)成立，且 
(A3) [ ]0,1x∀ ∈ ， ( )2 ,f x y 关于第二变元 ( ],0y∈ −∞ 是单调递减的； 
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则存在常数 0D > ，使得 [ ]0,1δ∀ ∈ ，问题 
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的所有解有 
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{ }max , ,u v D
∞ ∞

≤  

其中
[ ]

( )
0,1
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x

u u x
∞ ∈
= 。 

证明：由引理 1，问题(4)等价于如下积分方程组 
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设 ( ),u v 是问题(4)的解。由假设(A2)~(A3)和 ( ), 0, 1,2iG x s i> = ，可得 , 0u v ≥ 。根据假设(A4)，存在

0d > ，使得 
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即 ( )2 2v M F d
∞
≤ 。同理，若 v d

∞
≤ ，则 ( )1 1u M F d

∞
≤ 。 

若 u d
∞
> ， v d

∞
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≤                                    (7) 

和 

( )2 2 ,v M F u
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≤                                    (8) 

结合式(6)-(8)可得， 

( )( ) ,
2

v
v Mf Mg v ∞
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矛盾。 
综上，令 ( ) ( ){ }1 1 2 2max , ,D d M F d M F d= ，则问题(4)的所有解满足 { }max ,u v D

∞ ∞
≤ ，得证。 

3. 主要结果及其证明 

定理 1 假设(A1)~(A4)成立，且 
(A5) 存在 [ ]1 2, 0,1x x ∈ ，使得 ( )1 1, 0f x v > ， ( )2 2 ,0 0f x > ， 0v∀ > 。 
则问题(1)至少存在一个正解 ( ) [ ]( )24, 0,1u v C∈ 。 
证明：设 [ ]( )2

0,1X C= ，其范数为 ( ) { }, max ,u v u v
∞ ∞

= 。则问题(5)的解等价于积分方程 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 1
1 1 2 20 0

, , , d , , , du x v x G x s f s v s s G x s f s u s sδ= ∫ ∫  

的解 ( ),u v X∈ 。 
定义算子 :L X Xδ → ， 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 1
1 1 2 20 0

, , , d , , , d .L u v x G x s f s v s s G x s f s u s sδ δ= ∫ ∫  

显然， [ ]0,1δ∀ ∈ ， Lδ 是紧算子，从而问题(1)的解等价于算子 1L 在 X 中的不动点。 
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设 ( ) ( ){ }1 , | , 1DB u v X u v D+ = ∈ < + 是 X 上的一个球域，由引理 2 可知， Lδ 在 1DB +∂ 上没有不动点，

记 :I X X→ 为单位映射，根据 Leray-Schauder 度的紧同伦不变性， [ ]0,1δ∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0 1 1deg , ,0 deg , ,0 deg , ,0 deg , ,0 1,D D D DI L B I L B I L B I Bδ+ + + +− = − = − = =  

则 1L 在 1DB + 内有一个不动点 ( ),u v 。结合引理 1 和假设(A2)和(A3)、(A5)，即有 ( ) ( ), 0u x v x > ， 

[ ]0,1x∀ ∈ 。 
定理 2 假设(A1)~(A2)成立，且 

(A6) 0c∀ > ，
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0
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= 。 

则问题(1)至少存在一个正解 ( ) [ ]( )24, 0,1u v C∈ 。 
证明：由假设(A6)，存在 0β α> > ，使得 

( )( ) ( )( )1 1 2 2 1 1 2 2, .m h m h M F M Fα α β β≥ ≤  

令 [ ] ( ) [ ]{ }0,1 | , 0,1Y u C u x xα β= ∈ ≤ ≤ ∈ ，Y 为 [ ]0,1C 中的有界闭凸集。定义算子 [ ]: 0,1J Y C→ ， 
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另一方面， 
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因此， Ju Y∈ 。根据 Arzela-Ascoli 定理，J 为全连续算子。由 Schauder 不动点定理，至少存在一个

u Y∈ ，满足 Ju u= 。再令 

( ) ( ) ( )( ) [ ]1
2 20

, , d , 0,1 ,v x G x s f s u s s x= ∈∫  

则 [ ]4 0,1v C∈ 满足 
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( ) ( ) ( ) ( )

4
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从而 [ ]4 0,1u C∈ 满足 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
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定理 3 假设(A1)~(A2)成立，且 
(A7) 存在 , 0p q > 且 1pq < ，使得 [ ]0,1τ∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , , 0.q pf x y f x y f x y f x y yτ τ τ τ≥ ≥ >  

则问题(1)至多存在一个正解 ( ) [ ]( )24, 0,1u v C∈ 。 
证明：设 ( )1 1,u v 和 ( )2 2,u v 是问题(1)的两个正解。定义 

[ ] [ ] [ ]{ }1 2 1 20,1 | , 0, 0,1 , 0, ,u u v v xλ θ θ θ λΛ = ∈ − − ≥ ∈ ∈                     (9) 

显然，Λ ≠∅。 
令 supτ = Λ 且假设 1τ < ，则， [ ]0,1x∀ ∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20, 0,u x u x v x v xτ τ− ≥ − ≥  
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同理， ( ) ( )1 2
pv x v xτ≥ ， [ ]0,1x∈ 。 

从而， 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )4
1 2 1 2 1 1 1 2 1 2, , , ,pqu u x a x u u x f x v x f x v x f x v xτ τ τ τ τ− + − = − ≥ −  
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( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )4
1 2 1 2 2 1 2 2 2 2, , , .pqv v x b x v v x f x u x f x u x f x u xτ τ τ τ τ− + − = − ≥ −  

若 ( )0,1x∀ ∈ ， ( )( )1 2, 0f x v x = ， ( )( )2 2, 0f x u x = ，这与 ( )2 2,u v 是问题(1)的正解矛盾，从而存在 

( )1 2, 0,1x x ∈ 使得 

( )( ) ( )( )1 1 2 1 2 2 2 2, 0, , 0.f x v x f x u x> >  

又 0pqτ τ− > ，可得 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20, 0,u x u x v x v xτ τ− > − >  

则存在 µ τ> ，使得 µ∈Λ。这与τ 的定义矛盾，因此， 1τ = ，且 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 2 1 20, 0, 0,1 .u x u x v x v x x− ≥ − ≥ ∈  

同理可得， 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 2 1 20, 0, 0,1 .u x u x v x v x x− ≤ − ≤ ∀ ∈  

从而， 1 2u u= ， 1 2v v= 。 
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