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摘  要 

首先利用Kato理论，研究了一个具有多尖峰孤子解和满足 H 1 守恒的n分支 µ -Camassa-Holm系统

Cauchy问题解的局部适定性；然后利用守恒律和能量估计，研究了该系统解的爆破现象。 
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Abstract 
By utilizing Kato theory, this paper first establishes the local well-posedness of the solutions of the 
Cauchy problem of a n-component µ -Camassa-Holm system with multi-peakons and H 1 -conser- 
vation law. Then, the blow-up phenomena of the solutions is studied by means of conservation law 
and energy estimations. 
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1. 引言 

非线性发展方程是数学学科领域内重要研究分支之一，它是描述动力学的形态随时间而改变的非线

性偏微分方程的总称，在流体力学、热传导、量子力学等方面具有重要应用，对于大部分非线性发展方

程而言，得到它的精确解是非常困难的，因而可以研究其 Cauchy 问题解的若干定性性质，从而对其他学

科的研究提供理论支持。本文主要考虑具有如下形式的 n 分支 µ -Camassa-Holm 系统 Cauchy 问题 

( ) ( )
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i t i i x i x i i j j j x
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解的局部适定性以及爆破现象，其中 ( ) ,i i i xxm u uµ= − ， ( ) ( ), di iu u t x xµ = ∫S ， 1, 2 , ,i n= � ， 

( )/ 0,1= ≅S R Z ，问题(1.1)中的系统是由李颖颖和闫璐[1]提出来的，该系统具有以弱解形式存在的多尖

峰孤子解并且满足 1H 守恒： 

( ) 2
,1

1

1 d
2

nn
i i xi

i
E u u x

=
=

   =     
∑∫S 。 

当 1n = 时，问题(1.1)中的系统可简化为 µ -Camassa-Holm ( µ -CH)方程 

2 0t x xm um u m+ + = ， ( ) xxm u uµ= − ， x∈S ，                     (1.2) 

方程(1.2)是由 Khesin，Lenells 和 Misiołek 在文献[2]中提出来的，可作为描述具有自作用和外磁场作

用的向列液晶的转子的演化模型。对于该方程 Cauchy 问题解的适定性、尖峰孤子解的存在性以及解的爆

破现象等问题的讨论，具体可见文献[3] [4]。 
当 2n = 时，问题(1.1)中的系统可简化为具有如下形式的两分支 µ -Camassa-Holm ( µ -CH)系统 

( ) ( )
( ) ( )

2 0, , ,

2 0, ,
t x x x xxx

t x x x xxx

m mu m u mv nv m u u x

n nv n v nu mu n v v

µ

µ

+ + + + = = − ∈


+ + + + = = −

S
                 (1.3) 

该系统是由李颖颖，付英和屈长征[5]在满足 1H 守恒和具有多尖峰孤子解的前提下，对带有 µ 形式

且具有二次非线性的两分量 CH 型系统进行分类得到的，进一步他们还研究了系统(1.3) Cauchy 问题解的

局部适定性以及爆破现象。 
解的爆破现象[6] (在有限时间段内，解本身是有界的，但解关于空间变量的导数是无界的)是 CH 型方

程以及 µ -CH 型方程区别于著名的浅水波方程 KdV 方程最大的不同点之一。近二十年来，关于这两类方程

解的爆破性质研究，已经取得非常丰富的成果，除了上述提到的 µ -CH 方程和两分支 µ -CH 系统，还有 CH
方程[6]-[8]，Novikov 方程[9]，修正的 CH 方程[10] [11]，修正的 µ -CH 方程[12]，µ -Degasperis-Procesi 方
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程[3]等，这些方程解的爆破现象都被不同学者进行了详细研究。本文所讨论的是一个 n 分支 µ - 
Camassa-Holm 系统，它的研究还处于初级阶段，与以往所研究的方程结构不同，它本身具有 n ( 2n ≥ )个分

支，所以在讨论解的爆破性质时，需要考虑这 n 个分支之间的相互作用，这无疑给研究解的爆破性质带来

了很大困难。另外它也是一个带有 µ 形式的方程，是一种具有退化形式的方程即将算子 ( )21 x u−∂ 退化为

( )2
x uµ −∂ ，因此对于该类型方程解的爆破性质的研究与非退化形式有很大的不同。本文首先利用 Kato 理

论[13]研究问题(1.1)解的局部适定性，然后以解的局部适定性为基础，分别给出解在 Sobolev 空间中的爆破

图景，爆破准则以及爆破结果。 
本文结构如下：第二部分介绍了证明问题(1.1)解的爆破现象的一些引理；第三部分，利用 Kato 理论

证明了该问题解的局部适定性；第四部分，依次给出了解的爆破图景、爆破准则以及爆破结果。 
符号说明：本文考虑的所有函数的定义域都为S ，其中 ( )/ 0,1= ≅S R Z ，为了简便，在函数空间的

标记中省略S 。另外， ( )| s⋅ ⋅ 表示空间 ( )sH S 中的内积运算， s +∈R 。且记 21 xΛ = −∂ ， 2
xµΑ = −∂ 。 

2. 预备知识 

首先，为了估算方便，上述问题(1.1)可以化为如下非局部形式 
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                  (2.1) 

其中 1, 2, ,i n= � 。 
接下来介绍证明问题(2.1)爆破图景、爆破准则以及爆破结果所需要的一些引理。 

引理 2.1 [6] 如果 3f H∈ 且 ( ) 0d
2
af x x =∫S ，则对任意的 0ε > ，有 

( ) ( )2 2 2
0

2 2max d
24 4xx

f x f x x aε ε
ε∈

+ +
≤ +∫SS

。 

注 2.1：由于 3H 连续稠密地嵌入 1H ，上述引理对于任意的 1f H∈ 也成立。此外，如果 ( )d 0f x x =∫S ，

则有 

( ) ( )2 2 11max d ,
12 xx

f x f x x f H
∈

≤ ∈∫SS
。 

引理 2.2 [7] 令 0T > ， [ )( )1 20, ;u C T H∈ ，则对任意的 [ )0,t T∈ ，至少存在一点 ( )tξ ∈S 使得 

( ) ( ) ( )( ): inf , ,x xx
t u t x u t tω ξ

∈
= =

S
。 

此外， ( )tω 在 ( )0,T 是绝对连续函数，并且有 

( )( ) ( )d , , . . 0,
d xtu t t a e t T

t
ω ξ= ∈ 。 

引理 2.3 [14] 若 0r > ，则 rH L∞∩ 是一个代数，且存在一个仅依赖于 r 的常数 C 有 

( )r r rH L H H Lf g C f g f g∞ ∞≤ + 。 

引理 2.4 [15] 若 0r > ，则存在一个仅依赖于 r 的常数 C 有 
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( )2 22
1,r r r

x LL L LL
f g C f g f g ∞∞

− Λ ≤ ∂ Λ + Λ  。 

引理 2.5 [16] 设1 q r p≤ ≤ ≤ ≤ ∞，且 [ ]0,1θ ∈ 满足
1 1
r q p

θ θ−
= + ，则对任意的 ( ) ( )p qu L L∈ Ω Ω∩ 有 

( ) ( ) ( )
1

r q pL L Lu u uθ θ−

Ω Ω Ω
≤ 。 

最后，证明 n 分支 µ -Camassa-Holm 系统的一些先验估计。 
由于该系统具有多尖峰孤子解以及满足 1H 守恒，通过计算可知， ( )iuµ ， ( )2

, , di xu t x x∫S 在时间上守

恒，则有 

( )d 0
d iu
t
µ = ， 

为了书写方便，记 

( ) ( ),0 ,0:i i iu uµ µ µ= = ， ( )( )
1

2 2
,1 ,: 0, di i xu x xµ = ∫S ， 

其中 1, 2, ,i n= � 。 
此外，利用引理 2.1 可得 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
,0 , , ,1

1 1 1max , , d 0, d
12 12 12i i i x i x ix

u t x u t x x u x xµ µ
∈

 − ≤ = =  ∫ ∫S SS
， 

进一步有 

( ) ,0 ,1
3,

6i i iL
u t x µ µ∞− ≤ ，                              (2.2) 

其中 1, 2, ,i n= � 。 
算子 2

xµΑ = −∂ 为 sH 到 2sH − 的同构映射，具有如下性质： 

( ) ( ) ( ) ( )1 11
0 0 0 0

1 d d d d
2

x x
x f x x f x x f y y f y y x−  ∂ Α = − − + 

  ∫ ∫ ∫ ∫ ， 

( ) ( ) ( )12 1
0

dx f x f x f x x−∂ Α = − + ∫ ，                           (2.3) 

且有如下估计 

2 1
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1

1 1 1

d

,

s s

s

s

x x x xH L H

L H
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u u u

C u u u x

C u

−

−

−

− − −∂ Α ≤ ∂ Α + ∂ Α ∂

≤ + − +

≤

∫S                          (2.4) 

其中 0C > 为常数。 
为了书写方便，以下证明中出现的 i，如若没有特殊说明，均有 1, 2, ,i n= � 。 

3. 解的局部适定性 

在这一部分主要利用 Kato 理论[13]研究问题(2.1)解在 Sobolev 空间中的局部适定性，定理如下： 
定理 3.1 假设初值 ( ) ( )0 1,0 2,0 ,0, , ,

ns
nz u u u H′= ∈� ， 3 2s > ，则存在某个时间 0T > 使得 Cauchy 问题

(2.1)有唯一的解 ( )1 2, , , nz u u u ′= � ，且 
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[ ) ( )( ) [ ) ( )( )1 10, ; 0, ;
n ns sz C T H C T H −∈ ∩ ， 

其中 T 依赖于初值 0z 。 
注 3.1 定理 3.1 中解的最大存在时间 T 不依赖于 s。 
证明 考虑如下形式的方程 

( ) ( )

( ) 0

d , 0,
d

0 ,

z H z z f z t
t

z z

 + = >

 =

 

其中 ( )1 2, , , nz u u u ′= � ， ( )
1

n

i x n
i

H z u I
=

  = ∂  
  
∑  ( nI 表示 n 阶单位矩阵），且 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nf z f z f z f z ′= � ， 

其中 

( ) ( ) 1 2 2
, ,0 ,0 ,0 , , , ,

1 12
2 2

n n n n n

i i x j x i i i j j j i x j x i x j x
j i j i j i j i j i

f z u u u u u u u u uµ µ µ µ−

≠ ≠ ≠ ≠ ≠

 
= − ∂ Α + + + + − 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 。 

令 ( )1 nsX H −= ， ( )nsY H= ， ( )2 1 2
1 x nQ I= −∂ ，显然 ( ) ( )1:

n ns sQ H H −→ 为等距映射。为了证明定理

3.1，需说明 ( )H z 和 ( )f z 满足 Kato 理论[13]中的三个条件，根据文献[17]中引理 4.1~4.5，可以得到下面

类似的引理： 

引理 3.1 算子 ( ) ( )( )2

1
,1,

n n

i x n
i

H z u I G L β
=

  = ∂ ∈  
  
∑ ，其中 ( )nsz H∈ ， 3 2s > 。 

引理 3.2 算子 ( ) ( )( )1

1
,1,

n ns
i x n

i
H z u I G H β−

=

  = ∂ ∈  
  
∑ ，其中 ( )nsz H∈ ， 3 2s > 。 

引理 3.3 令算子 ( )
1

n

i x n
i

H z u I
=

  = ∂  
  
∑ ，其中 ( )nsz H∈ ， 3 2s > ，则 ( ) ( ) ( )( )1,

n ns sH z L H H −∈ ，且 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 , , ,n nn s ss

ns
H HH

H y H z C y z y z Hω ω ω−−− ≤ − ∈ 。 

引理 3.4 令 ( ) ( ) ( )1B z QH z Q H z−= − ，其中 ( )nsz H∈ ， 3 2s > ，则 ( ) ( )( )1 nsB z L H −∈ 且 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11
1

2 , , ,n nn s ss

n ns s
H HH

B y B z C y z y z H Hω ω ω−−
−− ≤ − ∈ ∈ 。 

引理 3.5 令 ( ) ( )1 2, , ,
ns

nz u u u H′= ∈� ， 3 2s > ， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nf z f z f z f z ′= � ，则 f 在空间 ( )nsH 的

有界子集上一致有界，且满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 , ,nn ss

ns
HH

f y f z C y z y z H− ≤ − ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 4 , ,nn ss

ns
HH

f y f z C y z y z H−−− ≤ − ∈ 。 

注 3.2 上述引理 3.3~3.5 中出现的 C1，C2，C3，C4均依赖于 ( ) ( )max ,n ns sH Hy z  
 

。 

最后，根据引理 3.1~3.5，再结合 Kato 理论[13]，可以得到问题(2.1)解的局部适定性，即定理 3.1。 
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4. 爆破现象 

这一部分以局部适定性的结果为基础，研究问题(2.1)解在 Sobolev 空间中的爆破图景、爆破准则以及

爆破结果，首先给出如下爆破图景： 
定理 4.1 假设初值 ( ) ( )0 1,0 2,0 ,0, , ,

ns
nz u u u H′= ∈� ， 3 2s > ， 1, 2, ,i n= � ，且 T 是 Cauchy 问题(2.1)

解的最大存在时间，则 T 是有限的使得 

( ),0
1

d
nT

i x L
i

u τ τ∞
=

= ∞∑∫ 。 

证明 现假设初值 ( ) ( )0 1,0 2,0 ,0, , ,
ns

nz u u u H′= ∈� ， 3 2s > ，根据定理 3.1，假设 0T > 是问题(2.1)解
的最大存在时间。 

对系统(2.1)中第 i 个方程利用 sΛ ，两边同乘 s
iuΛ 并对 x 在S 上积分有 

( )( )2
,

1

1 d , ,
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i j i x i i iH s
j s

u u u u u f z
t =

 
+ = 
 
∑ ，                        (4.1) 

其中 

( ) ( ) 1 2 2
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1 12
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∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 。 

利用 Hölder 不等式以及引理 2.4 对(4.1)式左边第二项进行估计有 

2
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        (4.2) 

接下来根据(2.4)式、引理 2.3 以及 sH 嵌入 L∞对(4.1)式右边进行估计有 

( )( ) ( )
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因此，结合(4.1)式~(4.3)式，有 

( ) 22
,

1 1 1

1 d
2 d s s

n n n

i j j x jH L L H
i j j

u C u u u
t ∞ ∞

= = =

    ≤ +         
∑ ∑ ∑ ， 
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对 t 在 [ ]0, t 上积分有 

( ),0 ,0
1 1 1 1

,0 ,0
1 1 1

d

d ,

s ss
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n n n nt
i i i j j xH HH L L

i i i j
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i i i xHH L
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τ
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最后利用 Gronwall 不等式可以得到 

,0 ,0
1 1 1

exp ds s

n n nt
i i i xH H L

i i i
u u C u τ∞

= = =

 ≤  
 

∑ ∑ ∑∫ ，                      (4.4) 

若T < ∞满足 ,0
1

d
nT

i x L
i

u τ∞
=

< ∞∑∫ ，则根据(4.4)式有 

1
limsup s

n

i Ht T x i
u

→ ∈ =

< ∞∑
S

， 

于是T = ∞，与假设T < ∞矛盾，这也就完成了定理 4.1 的证明。 
其次，在给出爆破准则前先介绍如下定义： 
设 ( ),q t x 是随着解 ( ),z t x 发展的例子轨迹，并且满足方程 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

, , , , , 0, ,

0, , ,
tq t x z t q t x t x T

q x x x

 = ∈ ×


= ∈

S

S
                        (4.5) 

其中 ( ) [ ) ( )( )1 1
1 2, , , 0, ,

ns
nz u u u C T H −′= ∈� 是 Cauchy 问题(2.1)的解，初值 ( ) ( )0 1,0 2,0 ,0, , ,

ns
nz u u u H′= ∈� ，

3 2s > ， 1, 2, ,i n= � ，且 T 是 Cauchy 问题(2.1)解的最大存在时间。通过计算有 

( ) ( )( ) ( ), , , ,tx x xq t x z t q t x q t x= ， 

于是对于 ( ) [ ), 0,t x T∈ ×S 有 

( ) ( )( ){ }0
, exp , , d 0

t
x xq t x z q xτ τ τ= >∫ ， 

因此对于任意的 [ )0,t T∈ ， ( ), :q t ⋅ →S S 是微分同胚映射。 
接着利用上述定义、守恒律以及定理 4.1 给出问题(2.1)解的爆破准则。 
定理 4.2 假设初值 ( ) ( )0 1,0 2,0 ,0, , ,

ns
nz u u u H′= ∈� ， 3 2s > ， 1, 2, ,i n= � ，T 是 Cauchy 问题(2.1)解

的最大存在时间，则 T 是有限的当且仅当满足 

( ){ },liminf inf ,i xt T x
u x t

→ ∈
  = −∞ S

。                            (4.6) 

证明 利用定理 3.1 以及稠密性定理，接下来考虑 3s = 的情况。将系统(2.1)中的前 n 个方程相加并通

过整理可得 

( ) ( ) ( )

,
1 1 1

1 2
, , ,

1 1 1 1

21 2 ,
2

n n n

i i i x
i i it

n n n n

x i i i j i x j x i x
i i j i i j n i

u u u

nn u u u u u u uµ µ

= = =

−

= = ≠ ≤ < ≤ =

    +    
    

   −  = −∂ Α + + + −    
    

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 

上述等式左右两边对 x 求偏导同时利用(2.3)式可以得到 
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( ) ( ) ( )

2
, , ,

1 1 1 1

2 2
,0 ,0 ,0 , , , ,1

1 1 1 1

2 21 2 ,
2 2

n n n n

i x i x i i xx
i i i it

n n n n

i j i i i x j x i x i
i j i i j n i i

u u u u

n nn u u u uµ µ µ µ µ

= = = =

= ≠ ≤ < ≤ = =

    + +    
    

  − −   = + + − − − +     
    

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 

通过整理有 

( ) ( ) ( )

2
, , ,

1 1 1 1

2
,0 ,0 ,0 , , ,1

1 1 1

2

21 2 ,
2

n n n n

i x i x i i xx
i i i it

n n n

i j i i i x j x i
i j i i j n i

nu u u u

nn u u uµ µ µ µ µ

= = = =

= ≠ ≤ < ≤ =

    + +    
    

  −  = + + − − +   
  

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
            (4.7) 

令 ( ) ( )( ) ( )( ) [ ), ,, sup , , 0,i i x i x
x

m t u t t u t x t Tα
∈

= = ∈
S

，于是 

( )( ) [ ), , 0, . . 0,i xxu t t a e t Tα = ∈ 。 

令 ( ),q t x 为上述(4.5)式中定义的特征线，由于对于任意的 [ )0,t T∈ ， ( ), :q t ⋅ →S S 是微分同胚映射，

因此存在 ( )1x t ∈S 使得 

( )( ) ( ) [ )1, , 0,q t x t t t Tα= ∈ ， 

令 ( ) ( )( ), 1, ,i i xM t u t q t x= ，于是上述(4.7)式可改写为如下形式 

( ) ( )( )2
, 1

1 1
, ,

2

n n

i i x
i i

nM t u f t q t x
= =

′ = − +∑ ∑ ，                        (4.8) 

其中 

( ) ( ) ( ) 2
,0 ,0 ,0 , , ,1

1 1 1

21 2
2

n n n

i j i i i x j x i
i j i i j n i

nf n u u uµ µ µ µ µ
= ≠ ≤ < ≤ =

  −  = + + − − +   
  

∑ ∑ ∑ ∑ 。 

下面假设T < ∞，且存在一个正数 A，使得 ( )( ),inf ,i xx
u t x A

∈
≥ −

S
。 

结合 

( ) ( ) ( )2 2 2
, , ,1 ,1 ,1

1 1 1
2 1

n

i x j x i j i
i j n i j n i

u u nµ µ µ µ
≤ < ≤ ≤ < ≤ =

 ≤ + = −  
 

∑ ∑ ∑  

以及(2.2)式对函数 f 进行估计有 

( ) ( ) ( )

( )

2
,0 ,0 ,0 , , ,1

1 1 1

2
,1 ,0 ,0 ,1

1 1

2

21 2
2

3 3 41
6 2
1:
2

n n n

i j i i i x j x i
i j i i j n i

n n n

i i j i
i j i i

nn u u u

nn

N

µ µ µ µ µ

µ µ µ µ

= ≠ ≤ < ≤ =

= ≠ =

  −  + + − − +   
  

−  ≤ + + +  
 

=

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑              (4.9) 

对于任意的 x∈S ，定义 

( ) ( ) ,0i i i L

NP t M t u
n∞′= − − ，                            (4.10) 

满足 
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( ) ,0 ,00 0i i i L

NP u u
n∞′ ′= − − ≤ 。 

现在说明 ( ) 0iP t ≤ ， [ )0,t T∈ ，若不成立，则存在一些 [ )0 0,t T∈ ，使得 ( )0 0iP t > ，令 

( ){ }1 0max ; 0it t t P t= < = ，则 

( )1 0iP t = ， ( )1 0iP t′ ≥ ， 

于是根据(4.10)式有 

( )1 ,0i i L

NM t u
n∞′= + ，                              (4.11) 

( )1 0iM t′ ≥ ，                                  (4.12) 

另一方面，通过(4.8)式、(4.9)式以及(4.11)式有 

( ) ( )( )

( )

2
1 , 1 1 1

1 1
2 2

2 2
1 ,0

1 1

2
,0 ,0

1 1

, ,
2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 2 0,
2

n n

i i x
i i

n n

i i L
i i

n n

i iL L
i i

nM t u f t q t x

M t N u N N

u u N

∞

∞ ∞

= =

= =

= =

′ = − +

   ′≤ − + = − + +   
   
 ′ ′= − + < 
 

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

与(4.12)式矛盾，因此对任意的 [ )0,t T∈ 有 ( ) 0iP t ≤ ，所以 

( ), ,0sup ,i x i Lx

Nu t x u
n∞

∈
′≤ +

S
， 

又由于 ( ),inf ,i xx
u t x A

∈
≥ −

S
，故 ( ), ,i x L

u t x ∞ < ∞，根据定理 4.1 有T = ∞，这与假设T < ∞矛盾，充分性

得证。 
反之，如果(4.6)式成立，根据 sH 嵌入 L∞， 1 2s > 可知，解在有限时间内爆破，必要性得证。这就

完成了定理 4.2 的证明。 
最后，根据定理 4.2 给出问题(2.1)解的两个爆破结果。 

定理 4.3 假设初值 ( ) ( )0 1,0 2,0 ,0, , ,
ns

nz u u u H′= ∈� ， 3 2s > ， 1, 2, ,i n= � ，n 是偶数， 0 0T > 是 Cauchy

问题(1.1)解 ( )1 2, , , nz u u u ′= � 的最大存在时间，且 ,
1

n

i x
i

u
=
∑ 在S 上不变号，如果 

( ) ( )
1

2
2 2

,0 ,1 ,1 ,0 ,0 ,1
1 1 1 1

2 1 3 3 4d 1
1 6 2

:

n
n n n n n

i i i i j i
i i i j i i

n nu x n n
n

K

µ µ µ µ µ

−

= = = ≠ =

  + −   ′ < − + + +       −       
≡ −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑∫S  

则解在有限时间 T 内发生爆破，其中 

( )

2

2

1
1 121

.1
1

1
21 2 1

1 11 1

,0 ,0
1 1

2
0

d d

n n
n

i
i

n
n n

n nnn n n

i i
i i

n
T

u x K u x

µ
−

−

=
−

− + +
+ +− −

= =

 
 
 < ≤ −

 
       ′ ′+ −                 

  

∑

∑ ∑∫ ∫S S

， 
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且有 

( ),
1

liminf inf ,
n

i xt T x i
u x t

→ ∈ =

   = −∞    
∑

S
。 

证明 根据定理 3.1，存在 0 0T > 使得 Cauchy 问题(2.1)存在唯一的解 

( ) [ ) ( )( )1 2 0, , , 0, ;
ns

nz u u u C T H= ∈� 。 

首先，将(4.7)式左右两边同乘 ( ) ,
1

1
nn

i x
i

n u
=

 +  
 
∑ 并对 x 在S 上积分有 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2
2

, , , ,
1 1 1 1

2
, ,0 ,0 ,0 , , ,1

1 1 1 1

1d d d d
d 2

21 1 2 d ,
2

n n nn n n n

i x i x i x i x
i i i i

nn n n n

i x i j i i i x j x i
i i j i i j n i

n n
u x u u x u x

t

nn u n u u u xµ µ µ µ µ

+ +

= = = =

= = ≠ ≤ < ≤ =

+      + −      
      

   −   = + + + − − +     
      

∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑ ∑ ∑ ∑∫

S S S

S
 

另外根据 
2

2
, , ,

1 1 1

1d d
n nn n n

i x i x i x
i i i

u u x u x
n

+

= = =

    ≥    
    
∑ ∑ ∑∫ ∫S S

， 

可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

, ,
1 1

2
, ,0 ,0 ,0 , , ,1

1 1 1 1

d 1d d
d 2

21 1 2 d ,
2

n nn n

i x i x
i i

nn n n n

i x i j i i i x j x i
i i j i i j n i

nu x u x
t

nn u n u u u xµ µ µ µ µ

+ +

= =

= = ≠ ≤ < ≤ =

−   +   
   

   −   ≤ + + + − − +     
      

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑ ∑ ∑ ∑∫

S S

S

  (4.13) 

接下来对不等式(4.13)左边第二项进行估计。利用引理 2.5 有 

( )
( )( )

( )

1 2 2

1 22
1 1

, , ,
1 1 1n n

n n
n n nn n n n

i x i x i x
i i iL L L

u u u
+ +

− +
+ +

= = =

≤∑ ∑ ∑ ， 

从而可以得到 

2 1 1

, ,1
1 11

2
,1

1

1d d

n
n n nn n

i x i x
i in n

i
i

u x u x

n µ

+ + −

= =−

=

    ≥            
  

  

∑ ∑∫ ∫
∑

S S
。               (4.14) 

紧接着对(4.13)式右边进行估计。同样的方法，利用引理 2.5 有 

( )
( )( )

( )

2 1

1 22
1 1

, , ,
1 1 1n n

n n
n n nn n n n

i x i x i x
i i iL L L

u u u
+

+ −
− −

= = =

≤∑ ∑ ∑ ， 

即 
21 11 1121

, , ,1 ,
1 1 1 1

d d d

n
n n n nn n n nn

n
i x i x i i x

i i i i
u x u x n u xµ

−
+ −−

−

= = = =

    ≤ ≤            
∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫S S S

， 

根据假设 ,
1

n

i x
i

u
=
∑ 在S 上不变号，则可以得到 
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21 11 1121
, ,1 ,

1 1 1
d d

n
n n nn n nn

n
i x i i x

i i i
u x n u xµ

−
+ −−

−

= = =

      ≤              
∑ ∑ ∑∫ ∫S S

。                 (4.15) 

再结合(2.2)式以及 

( ) ( ) ( )2 2 2
, , ,1 ,1 ,1

1 1 1
2 1

n

i x j x i j i
i j n i j n i

u u nµ µ µ µ
≤ < ≤ ≤ < ≤ =

 ≤ + = −  
 

∑ ∑ ∑  

可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
, ,0 ,0 ,0 , , ,1

1 1 1 1

21 11 1121
,1 , ,1 ,0 ,0

1 1

21 1 2 d
2

3 3 41 d 1
6 2

nn n n n

i x i j i i i x j x i
i i j i i j n i

n
n nn n nn

n
i i x i i j

i i j i

nn u n u u u x

nn n u x n

µ µ µ µ µ

µ µ µ µ

= = ≠ ≤ < ≤ =

−
+ −−

−

= = ≠

   −   + + + − − +     
      

  −   ≤ + + + +         

∑ ∑ ∑ ∑ ∑∫

∑ ∑ ∑∫

S

S
2
,1

1 1
,

n n

i
i i

µ
= =

  
  

   
∑ ∑

  (4.16) 

最后，将(4.13)式~(4.16)式相结合可得 

( ) ( )

2 2
1 1 11 1

, , ,1
11 1 1121

,1
1

1
1 12 21

,1 ,1 ,0 ,0 ,1
1 1

d 1 1d d d
d 2

3 3 41 1
6 2

n
n n nn nn n n

i x i x i x
i i in n

n
i

i

n nn
n

i i i j i
i j i i

nu x u x u x
t

n

nn n n

µ

µ µ µ µ µ

−
+ + +− −

= = =−
−

=

−
−

= ≠ =




    −     ≤ −                    
  

 

− + + + + + 
 

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫
∑

∑ ∑

S S S

1

n n

i=


         


∑ ∑

  (4.17) 

令 ( )
1

,
1

d
nn

i x
i

V t u x
+

=

 =  
 
∑∫S ， [ )0,t T∈ ， 

( ) ( )
1

2
2 2
,1 ,1 ,0 ,0 ,1

1 1 1

2 1 3 3 4: 1
1 6 2

n
n n n n

i i i j i
i i j i i

n nK n n
n

µ µ µ µ µ

−

= = ≠ =

  + − = + + +     −     
∑ ∑ ∑ ∑ ，

1 1
1 12

,1
1

:
1

nn n

i
i

nc
n

µ
− −

=

 =  −  
∑ ， 

则(4.17)式可写为 

( ) ( ) ( )( )
22 2

11 1
d 1 1
d 2 2

n
nn nV t V t V t K

t c c

−
−− −

 
≤ − +      

 
。                    (4.18) 

根据假设条件 ( )0V K< − ，则 ( )0 0V ′ < ，且 ( )V t 在 [ )0,T 严格单调递减。令 

( )

1
21 1 10,

2 2 0 2

n

Kc
V

δ

−

   = − ∈    −   
， 

则 

( )( )
( )

( )( )2

2
2 21

1 1
2

1

0

1 2

n
n n

n

KV V t

cδ

−
− −

 
 − 

= <

−

， 
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即 

( ) ( )( )
222 2

11 11 2 nn nK c V tδ
 
 − − −< − ，                           (4.19) 

将(4.19)式代入到(4.18)式，可以得到 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2

4

11 1
d 1 1 1 2
d 2

n n
nn nV t V t c V t

t c
δ δ−− −

 
 ≤ − − − ≤ −       
 

， [ )0,t T∈ ， 

不等式两边对 t 在 [ )0, t 上积分可得 

( ) ( )

( )( )
11

1

0

1 0
1

n

n

V
V t

t V
n
δ

−

−

≤
 
+ − 

， 

这也就是说 

( )( )
1

1

1

0
1

n

T
V

n
δ

−

≤ − < +∞

−

， 

根据定理 4.2 有 

( ),
1

liminf inf ,
n

i xt T x i
u x t

→ ∈ =

   = −∞    
∑

S
， 

这也就完成了定理 4.3 的证明。 
定理 4.4 假设初值 ( ) ( )0 1,0 2,0 ,0, , ,

ns
nz u u u H′= ∈� ， 3 2s > ， 1, 2, ,i n= � ， 0 0T > 是 Cauchy 问题(2.1)

解的最大存在时间，如果 

( ) ( ) ( ) 2
,0 ,1 ,0 ,0 ,1

1 1 1

3inf 1 3 4
3

:

n n n n

i i i j ix i i j i i
u x n n

Q

µ µ µ µ
∈ = = ≠ =

   ′ < − + + + −   
   

≡ −

∑ ∑ ∑ ∑
S  

则解在有限时间 T 内发生爆破，其中 

( ) ( ),0 ,0
1 1

20
inf inf

n n

i ix xi i

T
u x Q u x

∈ ∈= =

< ≤ −
   ′ ′+ −   
   
∑ ∑

S S

， 

且有 

( ),
1

liminf inf ,
n

i xt T x i
u x t

→ ∈ =

   = −∞    
∑

S
。 

证明 利用定理 3.1 以及稠密性定理，接下来考虑 2s = 的情况。令
1

n

i
i

uω
=

=∑ ，则(4.7)式可写为 

( ) ( ) ( )2 2
, , ,0 ,0 ,0 , , ,1

1 1 1 1

21 2
2 2

n n n n

x t xx i x i j i i i x j x i
i i j i i j n i

n nu n u u uω ωω µ µ µ µ µ
= = ≠ ≤ < ≤ =

   − + + = + + − − +         
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ， 

根据引理 2.2，现定义 ( ) ( )( ) ( ), inf ,x xx
l t t t t xω ξ ω

∈
= =   S

，则对任意的 [ )0,t T∈ 有 ( )( ), 0xx t tω ξ = ，于是

有 
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( ) ( ) ( ) ( ) [ )2 2
, ,0 ,0 ,0 , , ,1

1 1 1 1

21 2 , . . 0,
2 2

n n n n

i x i j i i i x j x i
i i j i i j n i

n nl t u n u u u a e t Tµ µ µ µ µ
= = ≠ ≤ < ≤ =

   − ′ + = + + − − + ∈         
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 。 (4.20) 

利用(2.2)式以及 

( ) ( ) ( )2 2 2
, , ,1 ,1 ,1

1 1 1
2 1

n

i x j x i j i
i j n i j n i

u u nµ µ µ µ
≤ < ≤ ≤ < ≤ =

 ≤ + = −  
 

∑ ∑ ∑ ， 

对等式(4.20)右边进行估计有 

( ) ( ) ( )

( )

2
,0 ,0 ,0 , , ,1

1 1 1

2
,1 ,0 ,0 ,1

1 1

2

21 2
2

3 3 41
6 2

1: ,
2

n n n

i j i i i x j x i
i j i i j n i

n n n

i i j i
i j i i

nn u u u

nn

Q

µ µ µ µ µ

µ µ µ µ

= ≠ ≤ < ≤ =

= ≠ =

  −  + + − − +   
  

−  ≤ + + +  
 

=

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑             (4.21) 

再根据 
2

2
, ,

1 1

1n n

i x i x
i i

u u
n= =

 ≥  
 

∑ ∑ ， 

以及(4.20)式、(4.21)式可以推出 

( ) ( )2 21 1
2 2

l t l t Q′ ≤ − + ， 

其中 

( ) ( ) 2
,1 ,0 ,0 ,1

1 1

3 1 3 4
3

n n n

i i j i
i j i i

Q n nµ µ µ µ
= ≠ =

 = + + + −  
 

∑ ∑ ∑ ， 

重复上述定理 4.3 的证明可知，如果 

( ) ( ) ( ) 2
,1 ,0 ,0 ,1

1 1

30 1 3 4
3

n n n

i i j i
i j i i

l n nµ µ µ µ
= ≠ =

 < − + + + −  
 

∑ ∑ ∑ ， 

则 T 是有限的，且有 

( ) ( )
20

0 0
T

l Ql
< ≤ −

+ −
， 

以及 

( )lim
t T

l t
→

= −∞， 

这就完成了定理 4.4 的证明。 
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