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摘  要 

利用积分因子把非恰当微分方程转化为恰当微分方程是求解非恰当微分方程的重要手段。如何寻找合

适的积分因子是转化问题关键之所在。首先，给出非恰当微分方程存在三种类型积分因子的充要条件。

然后，给出相应的例子说明这些充要条件的应用。最后，对这些充要条件进行简单总结并提出一些研

究展望。 
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Abstract 
It is an important means to solve non-exact differential equations by transforming them to exact 
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differential equations using integral factors. How to find the appropriate integrating factors is the 
key to the transformation problem. Firstly, we present the sufficient and necessary conditions for 
the existence of three types of integral factors for non-exact differential equations. Then, some 
examples are given to illustrate the application of these necessary and sufficient conditions. Fi-
nally, these necessary and sufficient conditions are summarized briefly and some research pro-
spects are put forward. 

 
Keywords 
Non-Exact Differential Equations, Exact Differential Equations, Integrating Factors 

 
 

Copyright © 2024 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

在一阶常微分方程的可解类型中，可以利用变量分离法[1]和常系数变易法[2]等对一些特殊的方程进

行求解计算。但是绝大多数一阶常微分方程的解还是很难给出的。恰当微分方程(即全微分方程)是一类十

分常见且非常重要的一阶常微分方程，但并不是所有一阶常微分方程都是恰当微分方程。对于非恰当微

分方程往往需要借助积分因子将其转化为恰当微分方程，再进一步进行求解。因此，求解非恰当微分方

程的关键是寻找合适的积分因子。文[3]对积分因子的基本性质进行了梳理汇总，并介绍了待定指数法、

分组组合法以及变量代换法等求非恰当微分方程积分因子的常见方法。文[4]则介绍了一类乘积型积分因

子的存在性定理及其应用。崔晓棋和杨高翔[5]探讨了一类非恰当微分方程积分因子的求解方法及其应用。

国内外学者对不同类型的微分方程积分因子的求解方法进行了不同角度和不同层面的探讨[5]-[8]。常见的

积分因子法中，所得的因子往往局限于 x 或 y 的单变量依赖，这显然会给实际应用带来一定的局限性。

实际上，探讨多元复合积分因子的求解策略在实际问题中至关重要。本文给出了三类同时依赖于 x 和 y
的非恰当微分方程积分因子 a bx y+ 、 x ya b+ 和 x ya b 。这三类积分因子具有对称形式，结构优美，简洁明

了，方便记忆。首先，给出这三类积分因子存在的充要条件。然后，对这些充要条件进行证明。最后，

通过实例说明这些充要条件的应用。通过探讨这些充要条件，为寻找合适的非恰当微分方程积分因子提

供新的思路和新视野。 

2. 预备知识 

首先介绍恰当微分方程、非恰当微分方程和积分因子等相关概念。 
定义 1 [9] 对于给定的关于 x 和 y 的连续且可导函数 ( ),M x y 、 ( ),N x y ，若存在一个定义在区域 D

内的二元函数 ( ),u x y ，满足在该区域 D 内对所有变量 x 和 y，有等式 

( ) ( ) ( )d , , d , du x y M x y x N x y y= +  

恒成立，那么我们称方程 

( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ =  

为一个恰当的微分方程。在这种情况下，该方程的通用解即为 ( ),u x y c= ，其中 ( ),u x y 是满足上述

条件的一个解。 
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不满足该式的微分方程则称为非恰当微分方程。 
定义 2 [9] 在区域 D 内，如果存在一个连续可微的函数 ( ),x yµ µ= ，它使得 

( ) ( ) ( ) ( ), , d , , d 0x y M x y x x y N x y yµ µ+ =  

成为恰当微分方程，那么这个函数 ( ),x yµ 就被称为方程 

( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ =  

的一个积分因子。 

3. 主要结果 

由定义 2 可以看出，利用积分因子是把非恰当微分方法转化为恰当微分方程的重要手段。接下来，

将阐述非恰当微分方程 ( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = 存在特定形式 a bx y+ 、 x ya b+ 和 x ya b 的积分因子的充

要条件。 
定理 1 非恰当微分方程 ( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = 具有特定形式 a bx yµ = + 的积分因子的充要条件

是 
1 1a b

a b
M N ax N by M
y x x y

− −∂ ∂ −
− =

∂ ∂ +
。 

证明 首先证明其必要性。假设方程 ( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = 具有特定形式 a bx yµ = + 的积分因子，

根据定义 2，可以推断出方程 

( ) ( ) ( ) ( ), d , d 0a b a bx y M x y x x y N x y y+ + + =  

是一个恰当微分方程.进一步地，根据定义 1，确认存在一个二元可微函数 ( ),u x y ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d , , d , da b a bu x y x y M x y x x y N x y y= + + + 。 

因此，有 

( )a bu x y M
x
∂

= +
∂

， ( )a bu x y N
y
∂

= +
∂

。 

然后分别对 y 和 x 求偏导数，可以得到 

( )
2

1b a bu Mby M x y
x y y

−∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
， ( )

2
1a a bu Nax N x y

y x x
−∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

。 

鉴于 ( ),M x y 、 ( ),N x y 关于 x 和 y 的连续可微特性，由微积分中的基本定理可知，其二阶混合偏导

数必然相等，从而有 

( ) ( )1 1b a b a a bM Nby M x y ax N x y
y x

− −∂ ∂
+ + = + +

∂ ∂
， 

进而可得 
1 1a b

a b a b
M N ax byN M
y x x y x y

− −∂ ∂
− = −

∂ ∂ + +
。 

接下来证明充分性。假设 
1 1a b

a b a b
M N ax byN M
y x x y x y

− −∂ ∂
− = −

∂ ∂ + +
。 
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要证明方程 

( ) ( ) ( ) ( ), d , d 0a b a bx y M x y x x y N x y y+ + + =  

为恰当微分方程，即令 a bx yµ = + ，需要证明 

( ) ( )M N
y x
µ µ∂ ∂

=
∂ ∂

。 

即证明 

( ) ( ) M NN M
x y y x
µ µ

µ
∂ ∂  ∂ ∂

− = − ∂ ∂ ∂ ∂ 
。 

为此，设 a bz x y= + ，有 

1d d
d d

az ax
x z x z
µ µ µ −∂ ∂
= =

∂ ∂
， 1d d

d d
bz by

y z y z
µ µ µ −∂ ∂
= =

∂ ∂
， 

代入式子
M NN M

x y y x
µ µ µ

 ∂ ∂ ∂ ∂
− = − ∂ ∂ ∂ ∂ 

中得 

( )1 1
1 1

d d d
d

a b
a b

M N
M N y xax N by M z

z y x ax N by M
µ µµ

µ
− −

− −

∂ ∂
−

 ∂ ∂ ∂ ∂
− = − = ∂ ∂ − 

。 

利用已知条件
1 1a b

a b a b
M N ax byN M
y x x y x y

− −∂ ∂
− = −

∂ ∂ + +
，可以得到 

( )1 1 d 1 1d da b a b
a b

M Nax N by M x y z z
y x zx y

µ
µ

− −  ∂ ∂
− = + − = = ∂ ∂ + 

， 

从而 a bz x yµ = = + 为方程 ( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = 的积分因子，由定义 1 可知，此函数 ( ),u x y 满

足条件 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d , , d , da b a bu x y x y M x y x x y N x y y= + + + 。 

方程的通解公式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), d , , d da b a b a bx y M x y x x y N x y x y M x y x y c
y

 ∂
+ + + − + = ∂ 

∫ ∫ ∫ 。 

依据该定理，求解微分方程的步骤中，只需通过计算得出一个特定的表达式
M N
y x

∂ ∂
−

∂ ∂
，将其与

1 1a b

a b a b
ax byN M

x y x y

− −

−
+ +

进行对比，这样便能确定积分因子的确切形式，进而可以借助这个形式将原方程转 

化为恰当微分方程，从而顺利求解。 
推论 1 当方程中的 a、b 满足 1a b= = 时，非恰当微分方程 ( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = 具有特定形式

x yµ = + 的积分因子的充要条件是 

M N N M
y x x y

∂ ∂ −
− =

∂ ∂ +
， 

并且在此情况下，方程的通解可以表示为 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), d , , d dx y M x y x x y N x y x y M x y x y c
y

 ∂
+ + + − + = ∂ 

∫ ∫ ∫ 。 

推论 2 当方程中的 a 满足 0a = 时，非恰当微分方程 ( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = 具有特定形式 1byµ = +

的积分因子的充要条件是 
1

1

b

b
M N by M
y x y

−∂ ∂
− = −

∂ ∂ +
， 

并且在此情况下，方程的通解可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , d 1 , 1 , d db b by M x y x y N x y y M x y x y c
y

 ∂
+ + + − + = ∂ 

∫ ∫ ∫ 。 

推论 3 当方程中的 b 满足 0b = 时，非恰当微分方程 ( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = 具有特定形式 1axµ = +

的积分因子的充要条件是 
1

1

a

a
M N ax N
y x x

−∂ ∂
− = −

∂ ∂ +
， 

并且在此情况下，方程的通解可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , d 1 , 1 , d da a ax M x y x x N x y x M x y x y c
y

 ∂
+ + + − + = ∂ 

∫ ∫ ∫ 。 

定理 2 非恰当微分方程 ( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = 具有特定形式 x ya bµ = + 的积分因子的充要条件

是 

ln lnx y

x y
M N Na a Mb b
y x a b

∂ ∂ −
− =

∂ ∂ +
。 

证明 首先证明其必要性。假设方程 ( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = 具有特定形式 x ya bµ = + 的积分因子。

根据定义 2，可以推断出该方程 

( ) ( ) ( ) ( ), d , d 0x y x ya b M x y x a b N x y y+ + + =  

是一个恰当微分方程。进一步地，根据定义 1，确认存在一个二元可微函数 ( ),u x y ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d , , d , dx y x yu x y a b M x y x a b N x y y= + + + 。 

因此，有 

( )x yu a b M
x
∂

= +
∂

， ( )x yu a b N
y
∂

= +
∂

。 

然后分别对 y 和 x 求偏导数，可以得到 

( )
2

lny x yu MMb b a b
x y y
∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

， ( )
2

lnx x yu NNa a a b
y x x
∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

。 

鉴于 ( ),M x y 、 ( ),N x y 关于 x 和 y 的连续可微特性，由微积分中的基本定理可知，其二阶混合偏导

数必然相等，从而有 

( ) ( )ln lny x y x x yM NMb b a b Na a a b
y x

∂ ∂
+ + = + +

∂ ∂
， 

进而可得 
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ln lnx y

x y
M N Na a Mb b
y x a b

∂ ∂ −
− =

∂ ∂ +
。 

接下来证明充分性。假设 

ln lnx y

x y
M N Na a Mb b
y x a b

∂ ∂ −
− =

∂ ∂ +
。 

要证明方程 

( ) ( ) ( ) ( ), d , d 0x y x ya b M x y x a b N x y y+ + + =  

为恰当微分方程，即令 ( )x ya bµ µ= + ，需要证明 

( ) ( )M N
y x
µ µ∂ ∂

=
∂ ∂

， 

即证明 

M NN M
x y y x
µ µ µ

 ∂ ∂ ∂ ∂
− = − ∂ ∂ ∂ ∂ 

。 

为此，设 x yz a b= + ，有 

d d ln
d d

xz a a
x z x z
µ µ µ∂ ∂
= =

∂ ∂
，

d d ln
d d

yz b b
y z y z
µ µ µ∂ ∂
= =

∂ ∂
， 

代入式子
M NN M

x y y x
µ µ µ

 ∂ ∂ ∂ ∂
− = − ∂ ∂ ∂ ∂ 

中得 

( ) d dln ln d
d ln ln

x y
x y

M N
M N y xNa a Mb b z

z y x Na a Mb b
µ µµ

µ

∂ ∂−
 ∂ ∂ ∂ ∂− = − = ∂ ∂ − 

。 

利用已知条件
ln lnx y

x y
M N Na a Mb b
y x a b

∂ ∂ −
− =

∂ ∂ +
，可以得到 

( ) d 1 1ln ln d dx y x y
x y

M NNa a Mb b a b z z
y x za b

µ
µ

 ∂ ∂
− = + − = = ∂ ∂ + 

， 

从而 x yz a bµ = = + 为方程 ( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = 的积分因子，由定义 1 可知，此函数 ( ),u x y 满

足条件 

( ) ( ) ( ), d d,d ,x y x y xu M x N yy= + 。 

方程的通解公式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), d , , d dx y x y x ya b M x y x a b N x y a b M x y x y c
y

 ∂
+ + + − + = ∂ 

∫ ∫ ∫ 。 

依据该定理，求解微分方程的步骤中，只需要通过计算得出一个特定的表达式
M N
y x

∂ ∂
−

∂ ∂
，将其与

ln lnx y

x y
Na a Mb b

a b
−
+

进行对比，这样便能确定积分因子的确切形式，进而可以借助这个形式将原方程转化 

为恰当微分方程，从而顺利求解。 
定理 3 非恰当微分方程 ( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = 具有特定形式 x ya bµ = 的积分因子的充要条件是 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.138360


张子诺 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.138360 3784 应用数学进展 
 

ln lnM N N a M b
y x

∂ ∂
− = −

∂ ∂
。 

证明 首先证明其必要性。假设方程 ( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = 具有特定形式 x ya bµ = 的积分因子，

根据定义 2，可以推断出该方程 

( ) ( ) ( ) ( ), d , d 0x y x ya b M x y x a b N x y y+ =  

是一个恰当微分方程。进一步地，根据定义 1，确认存在一个二元可微函数 ( ),u x y ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , d , dx y x ydu x y a b M x y x a b N x y y= + ， 

因此，有 

( )x yu a b M
x
∂

=
∂

， ( )x yu a b N
y
∂

=
∂

。 

然后分别对 y 和 x 求偏导数，可以得到 

( )
2

lnx y x yu MMa b b a b
x y y
∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

， ( )
2

lnx y x yu NNa b a a b
y x x
∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

。 

鉴于 ( ),M x y 、 ( ),N x y 关于 x 和 y 的连续可微特性，由微积分中的基本定理可知，其二阶混合偏导

数必然相等，从而有 

( ) ( )ln lnx y x y x y x yM NMa b b a b Na b a a b
y x

∂ ∂
+ = +

∂ ∂
， 

进而可得 

ln lnM N N a M b
y x

∂ ∂
− = −

∂ ∂
。 

接下来证明充分性。假设 

ln lnM N N a M b
y x

∂ ∂
− = −

∂ ∂
。 

要证明方程 

( ) ( ) ( ) ( ), d , d 0x y x ya b M x y x a b N x y y+ =  

为恰当微分方程，即令 ( )x ya bµ µ= ，需要证明 

( ) ( )M N
y x
µ µ∂ ∂

=
∂ ∂

， 

即证明 
M NN M

x y y x
µ µ µ

 ∂ ∂ ∂ ∂
− = − ∂ ∂ ∂ ∂ 

。 

为此，设 x yz a b= ，有 

d d ln
d d

x yz a b a
x z x z
µ µ µ∂ ∂
= =

∂ ∂
，

d d ln
d d

x yz a b b
y z y z
µ µ µ∂ ∂
= =

∂ ∂
， 

代入式子
M NN M

x y y x
µ µ µ

 ∂ ∂ ∂ ∂
− = − ∂ ∂ ∂ ∂ 

中得 
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( ) d dln ln d
d ln ln

x y x y
x y x y

M N
M N y xNa b a Ma b b z

z y x Na b a Ma b b
µ µµ

µ

∂ ∂
−

 ∂ ∂ ∂ ∂− = − = ∂ ∂ − 
。 

利用已知条件 ln lnM N N a M b
y x

∂ ∂
− = −

∂ ∂
，可以得到 

d 1 1d dx y z z
za b

µ
µ

= = ， 

从而 x yz a bµ = = 为方程 ( ) ( ), 0, d dM x Nx y x y y+ = 的积分因子，由定义 1 可知，此函数 ( ),u x y 满足

条件 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d , , d , dx y x yu x y a b M x y x a b N x y y= + 。 

方程的通解公式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), d , , d dx y x y x ya b M x y x a b N x y a b M x y x y c
y

 ∂
+ − = ∂ 

∫ ∫ ∫ 。 

依据该定理，求解微分方程的步骤中，只需通过计算得出一个特定的表达式
M N
y x

∂ ∂
−

∂ ∂
，将其与 ln lnN a M b−  

进行对比，这样便能确定积分因子的确切形式，进而可以借助这个形式将原方程转化为恰当微分方程，从而

顺利求解。 

4. 例子 

例 1 求解方程 2 2d d 0x x y y+ = 。 
解 设 2M x= 、 2N y= 。计算得 

0M N
y x

∂ ∂
− =

∂ ∂
，

1 1 1 2 1 2a b a b

a b a b
ax N by M ax y by x

x y x y

− − − −− −
=

+ +
。 

根据上述定理 1，令 
1 1a b

a b
M N ax N by M
y x x y

− −∂ ∂ −
− =

∂ ∂ +
， 

即 
1 2 1 20 a bax y by x− −= − 。 

容易看出， 3a b= = ，故方程的积分因子为 3 3x yµ = + 。应用通解公式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )3 3 2 3 3 2 3 3 2

, d , , d d

d d d

a b a b a bx y M x y x x y N x y x y M x y x y
y

x y x x x y y x y x x y c
y

 ∂
+ + + − + ∂ 

 ∂
= + + + − + = ∂ 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ 。

 

求得方程通解为 6 3 3 51 1
6 3

x x y y c+ + = ，其中 c为任意常数。 

例 2 求解方程 ( )( )3 2 cos d sin d 0x y x x y y+ + = 。 
解 设 3 cosxM x= 、 2 sinyN y= 。计算得 
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( ) ( )

ln ln2 ln 2cos 3 ln 3sin

3 2 sin ln 3 2 cos ln

x y
y x

x y

x y x x y y

x y

M N Na a Mb bx y
y x a b

ya a xb b

a b

∂ ∂ −
− = −

∂ ∂ +

+ − +
=

+
。

 

根据上述定理 2，令 

ln lnx y

x y
M N Na a Mb b
y x a b

∂ ∂ −
− =

∂ ∂ +
。 

容易看出， 3a = 、 2b = ，故方程的积分因子为 ( )3 2x yµ = − + 。应用通解公式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), d , , d dx y x y x ya b M x y x a b N x y a b M x y x y c
y

 ∂
+ + + − + = ∂ 

∫ ∫ ∫ ， 

求得方程通解为 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( )

2 2

2 2 2 2

2
2 2

2 2 2 2

2

2

2 3 sin 3 log3cos2 cos 3 sin 2 3 sin
4log 2 1 4log 3 1 log 3 1 log 3 1

2 cos 3 log 3 32 3 log3cos 2 2 log 2sin
4log 3 1 4log 2 1 log 2 1 log 3 1

2 log 2sin (3 log 3 3 )2 3 log3cos
log3 1 log 2 1 log

y x xy x y x

y x xx y

y x xy x

x xy x x

yx y

yx

+
− + −

+ + + +

+⋅ ⋅
− −

+ + + +

+
− −

+ + ( )( )23 1
c=

+
，

 

其中 c为任意常数。 
例 3 求解方程 2 3 0y xdy dy+ = 。 
解 设 2yM = 、 3xN = 。计算得 

2 ln 2 3 ln 3 ln ln 2 ln 3 lny x y xM N M b N a b a
y x

∂ ∂
− = − − = −

∂ ∂
。 

根据上述定理 3，令 

ln lnM N M b N a
y x

∂ ∂
− = −

∂ ∂
。 

容易看出， 3a = 、 2b = ，故方程的积分因子为 3 2x yµ = 。应用通解公式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), d , , d dx y x y x ya b M x y x a b N x y a b M x y x y c
y

 ∂
+ − = ∂ 

∫ ∫ ∫ 。 

求得方程通解为
( )2 2 3 3 log3 2 log 22 3

log3 log 2log3

y x x yy x

c
−

+ = ，其中 c为任意常数。 

5. 结束语 

非恰当微分方程是一类特殊的微分方程，本文主要讨论了非恰当微分方程的积分因子求解问题。首

先，给出了三类形如 a bx y+ 、 x ya b+ 和 x ya b 的非恰当微分方程积分因子的充要条件及相应的推论。这三 

类积分因子比形如
b

a
y
x

和 ( )d1 e f x x

y
∫ 等其他类型的非恰当微分方程积分因子更加简洁，求解方法更加简便， 
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拓展了非恰当微分方程的求解范围，丰富了非恰当微分方程的求解方法。然后，就这些积分因子予以举

例分析。最后，以本文类型对应的方程及相应的结论进行求解。但是寻找非恰当微分方程合适的积分因

子是十分困难的，因此，方便快捷找出合适实用的积分因子，为求解非恰当微分方程提供更加有效的方

法是值得今后努力探索的课题。 
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