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摘  要 

Kirchhoff模型源于研究一根有弹性的绳子在自由振动过程中绳长的改变量，而分数阶Kirchhoff方程则

将局部问题延伸到了非局部问题。通过使用变分法，约束极小元思想和一些能量估计，本文证明了一类

具有双临界指数和混合非线性项的分数阶Kirchhoff方程的正规化解的非存在性结果，即泛函在一个L2-
约束流形上的能量极小元的不存在性。这些能量估计是本文的重点和难点内容，但本文仅针对非存在性

结果进行了分析。对分数阶和非局部算子的研究不仅可以应用于数学领域，还能用于连续介质力学，相

变现象，博弈论等其他方面。 
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Abstract 
The Kirchhoff model is derived from the study of the length change of an elastic rope during vibra-
tion, fractional Kirchhoff equations, however, extend local problems to nonlocal ones. By using the 
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variational method, constrained minimization technique and some energy estimates, a nonexis-
tence result of the normalized solutions to the fractional Kirchhoff equation with doubly critical 
exponents and combined nonlinearities is obtained in this paper. In other words, the nonexistence 
of energy minimizers of the functional on the L2-constrained monifold is discussed. These energy 
estimates are the key and difficult points of this paper. Nevertheless, only the nonexistence result 
is analyzed here. Besides, the study of fractional order and nonlocal operators can be applied not 
only to the field of Mathematics, but also to continuum mechanics, phase transition phenomena, 
game theory, etc. 
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1. 引言 

本文，我们关注的是一类分数阶 Kirchhoff 方程如下： 

( ) ( )
2

2 2
2 d , ,N

s p qs Na b u x u u c u u d u u xλ − − 
+ −∆ −∆ = + + ∈  

 
∫


                 (1) 

其中 , 0a b > ，1 3N≤ ≤ ，0 1s< < ， 2 4 2sq p p ∗< < < = = ， 0c > ， 0d < ，λ 是一个拉格朗日常数。分数

阶拉普拉斯算子 ( ) ( )( )0,1s s−∆ ∈ 可以定义为 

( ) ( ) ( ) ( )
2P.V. d ,N

s
s N s

v x v y
v x C y

x y +

−
−∆ =

−
∫  

其中 ( )Nv S∈  ， ( )NS  是由急减C∞ 函数构成的 Schwartz 空间，正规化常数
( ) 1

1
2

1 cos
Ns N sC

ξ

ξ

−

+

−
= ∫



。当 

, 0a b > ， 1s = 时，问题(1)被称为 Kirchhoff 模型。在过去这些年，这类模型吸引了很多关注，并且它与

以下演化方程密切相关： 

( ) ( ) ( ) ( )2 d , , , 0, .Nttu a b u x u f x u x u− + ∇ ∆ = ∈Ω× ∞∫


                     (2) 

在 1883 年，Kirchhoff [1]首先介绍了这类方程。值得注意的是在[2]中，方程(2)建模了几类物理模型。 
接下来我们将注意力转向这种方程： 

( ) ( ) ( )
2

2 d , , .N

s s Na b u x u u f x u xµ
 

+ −∆ −∆ − = ∈  
 

∫


                      (3) 

当 1s = 时，方程(3)是一类经典的 Kirchhoff 方程。与(3)这类 Kirchhoff 方程有关的文献有很多，此处

不能全部列举，因此在本文我们仅列出其中几个。例如，[3]考虑了具有临界增长的 Kirchhoff 方程的多重

解。此外，感兴趣的读者可以参考[4] [5]以及其中的参考文献去了解更多的关于 Kirchhoff 方程的解的存

在性结果。 
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此外，当 0 1s< < 时，众所周知 ( )1N N ≥ 上的 ( )s−∆ 是一个非局部的拉普拉斯算子。在[6]中，使用

山路定理和下降流的不变集，作者得到了具有连续通项型非线性项的非线性分数阶 Kirchhoff 方程的一个

正解、一个负解和多个变号解。进一步地，读者们可以参考[7] [8]以及其中的参考文献来了解如方程(3)
这类分数阶 Kirchhoff 方程的解的存在性结果。  

受到[9]的启发，本文致力于研究具有双临界指数和混合非线性项的方程(1)的具有指定 L2-范数的解

的非存在性结果，这里的双临界包含 Sobolev 嵌入临界和 Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 不等式的临界这两

种情况。 

如果取 4N s= ，读者容易发现临界 Sobolev 指数
22

2s
N

N s
∗ =

−
和分数阶 Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

临界指数
82 2sGNS

s
N

∗ = + 相等，并且有
2 82 4

2
N s

N s N
= + =

−
。因此，本文考虑 4N s= 的情况，换言之， 

11, ,
4
12, ,
2
33, ,
4

N s

N s

N s

 = =

 = =



= =

若 则

若 则

若 则

                                   (4) 

并且 2 2 4sq p ∗< < = = 。显然，以下能量泛函 

( ) ( ) ( )
22 2

2 2d d d d
2 4 4N N N N

s s p qc a b c dI u u x u x u x u x
q

 
= −∆ + −∆ − −  

 
∫ ∫ ∫ ∫
   

 

在约束集合 { }2
1 : : d 1N

sS u H u x= ∈ =∫


上的临界点与方程(1)的解相对应，这里的分数阶 Sobolev 空间

( )s NH  定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2

2

: : .s N N N N
N s

u x u y
H u L L

x y
+

 − = ∈ ∈ × 
 − 

     

此空间中的范数(的平方)为 

( ) ( )
2

2 2
2 d ,s N N

s

Hu u u x
 

= −∆ +  
 

∫


  

其中， 

( )
( ) ( )

2

22

2
2d d d .N N

s

N s

u x u y
u x x y

x y +

−
−∆ =

−
∫ ∫
 

 

换句话来说，考虑分数阶 Kirchhoff 泛函在 L2-约束流形 

( ) ( )
1

: inf c

u S
m c I u

∈
=                                     (5) 

上的极小化问题等价于研究以上临界点问题。  
本文中 . p 代表空间 ( )p NL  中的范数， ( )p NL  定义为 dN

p p
pu u x= ∫



。 

主要结果 

本文的主要结果是如下定理：  
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定理 1.1. 令 2 4q p< < = ， 0a > ， 0b > ， 0c > ， 0d < 。那么，存在 ( )* 0,c ∈ +∞ 使得 

( )
( )

*

*

0, 0 ,

, .

m c c c

m c c c

= < ≤


= −∞ >

若

若
 

此外， 2
* sc bS= ，并且泛函 cI 对于任何 0c > 都没有能量极小元，也就是说，下确界 ( )m c 不可达。 

本文的后续部分组织如下：在第 2 部分我们列出了一些预备知识，定理 1.1 的主要证明则在第 3 部

分中给出，最后，在第 4 部分我们对本文的技术先进性和创新点进行了总结，并展望了今后的研究方向

和改进方向。 

2. 预备知识 

在这一部分，我们首先收集了一些在本文后续将会频繁使用到的一些结果。 
引理 2.1. ([10])令 )*0,2 2sp ∈ − ， ( )s Nu H∈  ，那么如下不等式成立： 

( ) ( )
2 42 4

2 42

2

2d d d ,N N N

Np
ps Np sssp s

p pp
pu x u x u x
Q

α β
− + +

≤ −∆  
 

∫ ∫ ∫
  

                (6) 

其中
2

2 4p
s

ps Np s
α =

− +
，

42 4
NP

s

p
ps Np s

Np
β

 − +
=  
 

，并且函数 ( )Q x 最优化不等式(6)，且 ( )Q x 为以下分

数阶非线性方程 

( ) 0ps Q Q Q Q−∆ + − =  

在 N
 中的唯一非负径向解。 
引理 2.2. ([11])令 ( )0,1s∈ ， [ )1,p∈ +∞ 使得 sp N< ，那么存在一个正的常数 ( ), ,s sS S N p s= 满足，对

任意可测、紧支撑的函数 : Nu → ，有如下不等式： 

( ) ( )
2

2
2

22 d d ,Nss N s

u x u y
S u x y

x y
∗ +

−
≤

−
∫


                              (7)  

这里的 *2s 称为分数阶临界 Sobolev 指数。此外，不等式(7)成为等式当且仅当 ( )
2

22 2
0

N s

u K x xµ
−

−
= + − ，

其中 { }\ 0K ∈ ， 0µ > ， 0
Nx ∈ 为固定常数， sS 为最佳 Sobolev 嵌入常数。 

根据引理 2.1 和引理 2.2，当 4N s= 且
2 1u = 时，分数阶 Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 不等式(6)和分

数阶 Sobolev 不等式(7)可以重新表达，也就是说，如果在(6)式中将 p 取为 2p − ，那么分数阶

Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 不等式(6)变成 

( ) ( )
22

2
2

2

d d , ,N N

p
sp s N

p pp
pu x u x u H

Q
α β

−

−

 
≤ −∆ ∈  

 
∫ ∫
 

                    (8) 

当 ( )2
2

N

u Q x Qλ λ= ，这里的
1

4p p
α =

−
，

( )

2
4

2 2

p

p
p

p
β

−
 −

=   − 
。 

类似地，分数阶 Sobolev 不等式(7)变成  

( ) ( )
22

42 2d d , .N N

s
s N

sS u x u x u H
 

≤ −∆ ∈  
 

∫ ∫
 

                        (9) 
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特别地，当 1
2s
s

xU u
S

 
 =  
 
 

时，其中
*2s

uu
u

=




，可以得到

( )
4

2

2 2
4

4

s

s

U
S

U

−∆
= ， ( )

2
42 2
4

2

s

sS U U= −∆ = 。 

以下引理是对 ( )m c 的估计，主要思路类似于([9] Lemma 2.5]，在此我们给出简略证明。  
引理 2.3. 假设 2 4q p< < = ， 0c > ， 0d < ，能量泛函 ( )cI u 定义为： 

( ) ( ) ( )
22 2

4
2 2d d d d .

2 4 4N N N N

s s qc a b c dI u u x u x u x u x
q

 
= −∆ + −∆ − −  

 
∫ ∫ ∫ ∫
   

 

设 2
* sc bS= 。那么当 *c c> 时， ( ) ( )

1
inf c

u S
m c I u

∈
= = −∞，其中 { }2

1 : : d 1N
sS u H u x= ∈ =∫



。 

证明. 为了简便，这里选择 0 0x = 。那么 

* *

2
2 2

2 2
1 2 2
2

2
1

2 2 2

,
s s

N s

s N

s
s

s
s

xK
Su xU

u u
S

µ

θ µ

−
−

−

 
 

+ 
     = = = + 
  
 



 

 

其中
*2s

K
u

θ =


。由于本文取 4N s= ，可以得到当 1R > 时， 

22
2 2

2 2
1| | 2 | | 2
2

22

2 2
1| | 2
2

22

2 1 2
12
2

2 2 1 4
2

2 2
1

d d

d

d

d

2 : ,

s N

R x R R x R
s

s

s

R x R
s

s

s

N
N R r R

s
s

N s
s N R r R

s N

xU x x
S

x x
S

rr r
S

S r r r

S A

θ µ

θ µ

θ ω µ

θ ω

θ ω

−

< < < <

−

< <

−

−

< <

− −

< <



 
 
 
  
 


  
  = +  
   
   

= +

 
 

= + 
  
 

≤

< =

∫ ∫

∫

∫

∫

                     (10) 

其中 Nω 代表 N 中单位球的表面积，并且 

( ) ( )
2 2

22 2d d .N

s s

sx R
U x U x S

>
−∆ ≤ −∆ =∫∫



                         (11)  

42
2 2

4 2
1
2

d d

s N

x R x R
s

s

xU x x
S

θ µ

−

> >

 
  
  = +  
   
   

∫ ∫  
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42

4 2
1
2

42

4 1 2
1
2

4 4 1

4 4
2

d

d

d

: .

s

x R
s

s

s

N
N r R

s
s

N
s N r R

s N
N N

x x
S

rr r
S

S r r

S A
NR R

θ µ

θ ω µ

θ ω

θ ω

−

>

−

−

>

− −

>

 
 

= + 
  
 

 
 

= + 
  
 

=

= =

∫

∫

∫

                            (12) 

对于 2 4q< < ，不难得到 

2
2 2

2
1
2

2

2
1
2

1

3

d d

d

d

: .

qs N

q
x R x R

s
s

qs

q
x R

s
s

q q N
s N r R
q q
s N

N N

xU x x
S

x x
S

S r r

S A
NR R

θ µ

θ µ

θ ω

θ ω

−

> >

−

>

− −

>

 
  
  
  
   
   

 
 

= +

= +

=

 
 


=



=



∫ ∫

∫

∫

                         (13) 

由于 0 1s< < ， 4N s= ，对于积分 2d
x R

U x
<∫ 的计算可以分为以下 3 种情况：  

(i) 若 1N = ，则
1
4

s = 并且  

( )

1
2 2

2 2 2
1 2

22 2 2 2 2
1

d d

ln ln .

x R r R
s

s s s

rU x r
S

S R R S S

θ ω µ

θ ω µ µ

−

< <

 
 = +
 
 
 

= + + − 
 

∫ ∫
 

 (ii) 若 2N = ，则
1
2

s = 并且  

( ) ( )( )

12
2 2 2

2 2

2 2
2 222

d d

ln ln .
2 s

r

s

x R R
s

s

rU x r r
S

S R S S

θ ω µ

θ ω
µ µ

−

< <

 
 = +
 
 

= + −

∫ ∫
 

(iii) 若 3N = ，则
3
4

s = 并且  
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3
2 2

2 2 2 2
3 2

3

22 2
2 2 2 3 3

3 22
2 3

d d

ln ln .

x R r R

s

s s s

s

rU x r r
S

RS R R S S

R S

θ ω µ

θ ω µ µ

µ

−

< <

 
 

= + 
  
 

 
 
  
 = + + − −       +      

∫ ∫

 

因此，存在一个 0ρ > 满足 

( )2 2 2d ln .sx R
U x R Sρ µ

<
≥ +∫                                 (14) 

下面，引入一个径向对称的截断函数 ( )0
NCφ ∞∈  ，它满足在 { }:N

RB x x R= ∈ ≤ 内 1φ = ，在

{ }2 :c N
RB x x R= ∈ > 内 0φ = ，并且 0 1φ≤ ≤ ， 2Rφ∇ ≤ 。 

设
2

UU
U
φ
φ

= ， ( )2
N

U U xλ λ λ= 。那么，直接计算可以得到U ， 0U Sλ ∈ 以及 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

22 2
2 42 2

4 2 2

22 2
2 42 2

2 4

2 2

4 2 2
4

2 2

d d
2 4

d d
4

d d
2 4

d d .
4

N N

N N

N N

N N

s s
c s s

qs qN

s s
s s

qs qN
q

a bI U U x U x

c dU x U x
q

a bU x U x
U U

c dU x U x
U q U

λ λ λ

λ λ

λ φ λ φ
φ φ

λ φ λ φ
φ φ

−

−

 
= −∆ + −∆  

 

− −

 
= −∆ + −∆  

 

− −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

 

 

根据函数φ 的定义，有

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2
2

2 2

2 2
2

d d

d d ,

N

s s

x R R x R

s s

x R R x R

U x U x

U x U x

φ φ

φ

≤ < ≤

≤ < ≤

−∆ = + −∆

= −∆ + −∆

∫ ∫ ∫

∫ ∫



 

其中 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

22

2
22 2

2 2

22

2 2

22

22

d d d

d d

d d

2 d d .

N

N

N

N

s

N sR x R R x R

N sR x R

N sR x R

N sR x R

x U x U y U y x y
U x x y

x y

x U x U y
x y

x y

U y x y
x y

x y

x U y U x U y x y
x y

x y

φ φ φ
φ

φ

φ φ

φ φ φ

+< ≤ < ≤

+< ≤

+< ≤

+< ≤

− + −
−∆ =

−

−
=

−

−
+

−

− −
+

−

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫








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根据以上讨论，我们得到了以下估计： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 2

2
22 2

d d dN

s

N sR x R R x R

x U x U y
x y U x

x y

φ
+< ≤ < ≤

−
≤ −∆

−
∫ ∫ ∫


 

以及 

( ) ( ) ( )( )

{ } { }
( ) ( ) ( )( )

( )
{ }

( )
{ }

2 2

22

2 2

2: 2 , : 2 ,

2 2

2 2 2 2: 2 , : 2 ,

4
2

d d

d d

d d 4 d d

.

N

N N N

N N N N

N sR x R

N sx R x R x y R x R x R x y R

N s N sx R x R x y R x R x R x y R

s

U y x y
x y

x y

U y x y
y x

x y

U y U yC x y x y
R x y x y
A
R

φ φ

φ φ

+< ≤

+∈ < ≤ − ≤ ∈ < ≤ − ≥

+ − +∈ < ≤ − ≤ ∈ < ≤ − ≥

−

−

− = + 
  −

≤ +
− −

≤

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫





 

 

 

 

此外，根据 Hölder 不等式，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

22

1 1
2 22 22 2

2 22 2

5

2 d d

d d d d

.

N

N N

N sR x R

N s N sR x R R x R

s

x U y U x U y x y
x y

x y

U y x y x U x U y
C x y x y

x y x y

A
R

φ φ φ

φ φ φ

+< ≤

+ +< ≤ < ≤

− −

−

   − −
   ≤
   − −   

≤

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫



 

 

令 { }4 5max ,L A A= ，可以推出 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2
2

2d d .N

s s

sx R

LU x U x
R

φ
<

−∆ ≤ −∆ +∫ ∫


 

此外， 

3d d d d d ,N N N
q q q q q

Nx R x R

AU x U x U x U x U x
R

φ
≤ >

≥ = − ≥ −∫ ∫ ∫ ∫ ∫
  

 

这里的 dN
qU x∫



是上方有界的(事实上， d d dN
q q q

x R x R
U x U x U x

≤ >
= +∫ ∫ ∫



)。一方面，根据不等式(13)，

我们能知道 3dq
Nx R

AU x
R>

≤∫ ；另一方面，对于 dq

x R
U x

≤∫ ，根据 Hölder 不等式，还能得到 

( ) ( )
4

4 4
4 4 24 4d 1 d ,d

q
q q

q q
sx R x R x R

U x U x x A S

−

−

≤ ≤ ≤

 
≤ ≤  

 
∫ ∫ ∫  

这里的 A 是一个恰当的正的常数。因此可以推断出 ( )2 34d d dN

q
q q q

s Nx R x R

AU x U x U x A S
R≤ >

= + ≤ +∫ ∫ ∫


。

进一步，会有 

( ) ( ) ( )
22 22 4

2 2
2 42 2
2 2

2 2Δ d d
2 4

s ss s
c

s sx R x R

a L b LI U U x U x
R RU U

λ
λ λ
φ φ< <

   
≤ − + + −∆ +      

   
∫ ∫  
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( )

( )
( ) ( )

2 2
2 32

4

2 2

22 4 2
2 2 2 2

2 4 2

2 2

2 2 2 2
3

2 2

d
4

42 4
2 4

d .

N

N

s qN
q

s N q N

s s
s

s s ss s s N

s q s q
q

q q N

AAc dS U x
R RU q U

bLS cAa L bLS bS c S
R R R RU U

Ad dU x
Rq U q U

λ λ
φ φ

λ λ
φ φ

λ λ
φ φ

−

− −

  − − − −   
   

  ≤ + + − + + +  
   

− +

∫

∫





                (15) 

当 2
* sc c bS> = 且 R 足够大时，我们能得到 ( )

2 2
2 22

2

4 4 1
2

s
s ss s N

bLS cAbL c bS S
R R R

+ + < − 。 

因此，根据(15)，下确界的定义和 2 4s s< ， ( )2 2 4s q s− < ，可以知道当λ →∞时，有 ( ) ( )cm c I u≤ → −∞

成立，也就是当 *c c> 时，有 ( )m c = −∞。 

3. 主要结果的证明 

在这一部分，我们证明本文的主要结果。 
定理 1.1 的证明: 当 4p = 时，我们将证明 2

* sc bS= 。事实上，对于 2
sc bS≤ 和 1u S∈ ，由于 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

22 2
4

2 2

2 22 2 2
22 2 2

2 22 2
22 2

2

2
2

d d d d
2 4 4

d d d
2 4 4

d d
4 4

1 d
4

N N N N

N N N

N N

N

s s qc

s s s

s

s s

s

s

s

a b c dI u u x u x u x u x
q

a b cu x u x S u x

b cu x S u x

b c u x
bS

−

−

 
= −∆ + −∆ − −  

 

   
≥ −∆ + −∆ − −∆      

   

   
≥ −∆ − −∆      

   

 
= − −∆ 

 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

   

  

 



2

0,

 
  
 

≥

∫

 

然后可以得到当 2
sc bS≤ 时， ( ) 0m c ≥ 。另一方面，对于 1u S∈ ，令 ( ) ( )2

N

tu x t u tx= ，直接计算可以得到 1tu S∈

并且当 0t → 时， 

( ) ( ) ( )
22 2 142 4 22 2d d d d 0.

2 4 4N N N N

qs s N qc s s N
t

a b c dI u t u x t u x t u x t u x
q

 − 
 

 
= −∆ + −∆ − − →  

 
∫ ∫ ∫ ∫
   

 

因此会有当 2
sc bS≤ 时， ( ) 0m c = 。 

当 2
sc bS> 时，我们使用截断函数来获得对 ( )m c 的估计。下面，我们总是假设 2

sc bS> 。由引理 2.3
可得 ( )m c = −∞。因此， *c 是定义明确的，并且 2

* sc bS= 。 
我们采用反证法，假设 ( )m c 由某个 1u S∈ 达到，因此会有当 *c c≤ 时， ( ) 0cI u = 。因此根据 Sobolev

不等式，我们得到 

( ) ( ) ( )
22 2

4
2 20 d d d d

2 4 4N N N N

s s qc a b c dI u u x u x u x u x
q

 
= = −∆ + −∆ − −  

 
∫ ∫ ∫ ∫
   
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 22 2 2
22 2 2

22 2

2 2

*

.

d d d
2 4 4

d 1 d
2 4

N N N

N N

s s s

s

s s

a b cu x u x S u x

a c bu x u x
c

−
   

≥ −∆ + −∆ − −∆      
   

  
= −∆ + − −∆       

∫ ∫ ∫

∫ ∫

  

 

 根据上述不等式，可以推出 

( ) ( ) ( )
22 2

2 2

*

d 1 d ,
2 4N N

s s
ca c bu x u x I u

c
  

−∆ + − −∆ =       
∫ ∫
 

 

进一步地，当 *c c≤ 时，可以推出 ( )2

2

0
s

u−∆ = ，这表明
4 0u =  (由 Sobolev 不等式)，因此 0u = 在 Nx∈

中几乎处处成立。这与 1u S∈ 矛盾。 

4. 结论 

通过使用变分方法、约束极小元技术和能量估计，本文证明了一类具有双临界指数和混合非线性项

的分数阶 Kirchhoff 方程的解的不存在性，将对具有双临界指数的分数阶 Kirchhoff 方程解的研究延拓到

混合非线性项情况是本文的创新所在，而对这类具有混合项的能量泛函进行能量估计是本文的技术先进

性的体现。但本文仅获得了在一定条件下解的不存在性，通过进行假设条件和技术方法的改进从而得到

这类方程解的存在性是今后的主要研究方向。 
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