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摘  要 

本文研究了一类带有比例时滞的分数阶双向联想记忆神经网络的有限时间稳定性。基于一个新的广义

Gronwall不等式，导出了阶数在0到1之间的分数阶系统的有限时间稳定的条件。最后通过数值仿真验证

了所得条件的有效性。 
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Abstract 
This paper focuses on the finite-time stability for a class of fractional-order bidirectional associa-
tive memory neural networks with proportional delay. Based on new generalized Gronwall inequa-
lity, a criterion is obtained to realize the finite-time stability of systems when the fractional order is 
between 0 and 1. Finally, the effectiveness of our criteria is supported by a numerical example. 
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1. 引言 

分数阶微积分具有比整数阶微积分更好的性质，由分数阶微积分与神经网络相结合产生的分数阶神

经网络，能够更加精确的描述实际系统。双向联想记忆(BAM)神经网络，在 1988 年由 Kosko [1]首次提

出。因其独特的双层网络结构，使得在描述一些模型时更加准确，故而对分数阶 BAM 神经网络的研究，

一直备受相关学者的关注[2] [3] [4]。目前，分数阶 BAM 神经网络已经被成功的应用在模式识别，信号

处理，组合优化等领域[1] [5]。 
现实生活中，时滞总是无法避免的。时滞的存在会对系统带来一些不良的影响，例如振荡，分叉以

及不稳定，因此对时滞的研究十分有必要。而现有的工作，都是建立在有界时滞的基础上。然而，有界

时滞在描述生物学，信息科学以及药学等领域的现象时，具有明显缺陷，需要借助无界时滞才能准确描

述[6] [7]。比例时滞[8]，是一种无界的时变时滞，一些经典的分析方法并不能够直接处理这种时滞[9] [10]，
因此，对于带有比例时滞的神经网络的研究，十分有必要。 

作为系统动力学行为的重要问题之一，稳定性的定性和定量分析对于分数阶 BAM 神经网络是不可

或缺的。在现有的文献中，关于分数阶神经网络的各种稳定性的研究已经取得了丰硕的成果。尤其是准

一致稳定性，也被称为有限时间稳定性，关注的是系统在有限时间区间内的状态。由于大多数实际系统

都是在有限的时间内工作的，所以分数阶系统的有限时间稳定性研究是有价值的。例如，Du [11]讨论了

具有 Lipschitz 非线性的分数阶时滞系统的有限时间稳定，Wu 在文献[12]中给出了分数阶时滞神经网络的

有限时间稳定的条件。值得注意的是，各种 Grownwall 不等式在研究有限时间稳定时都至关重要。例如

Xu [13]和 Syed Ali [14]都借助 Grownwall 不等式得到了关于分数阶神经网络和分数阶复值忆阻神经网络

的有限时间稳定的条件。 
基于前文的陈述，本文将借助 Grownwall 不等式来研究一类带有比例时滞的分数阶 BAM 神经网络

的有限时间稳定问题。值得关注的是，本文得到的稳定性条件有着更好的代数形式，时滞的变化对有限

时间稳定的影响会很小，即本文的稳定性条件是不依赖时滞的。 
本文的其余内容包含四个部分。第二部分介绍分数阶微积分的基础知识，必要的说明假设以及研究

模型；第三部分研究有限时间稳定的条件；第四部分数值仿真，证明条件的有效性；最后一部分，给出

本文的结论。 

2. 基础知识 

定义 2.1 [15] 设 ( )f t 在区间 0 ,t t  上连续可积，且 0α > ，则 ( )f t 的α 阶 Caputo 分数阶积分定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

11 d ,αα

α
−− = −

Γ ∫
tR

t t t
D f t t s f s s  

其中 ( )Γ ⋅ 是伽马函数，即 ( ) 1
0

e d
+∞ − −Γ = ∫ s ts t t 。 
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定义 2.2 [16] 设 ( )f t 在区间 0 ,t t  上 n 阶可导，且 ( ) ( )nf t 在区间 0 ,t t  上连续可积，则 ( )f t 的 Caputo
分数阶导数定义为： 

( ) ( )

( ) ( )
( )0 0 1

1 d ,α
αα − +=

Γ − −
∫

n
tC

t t nt

f s
D f t s

n t s
 

其中 n 是大于 α的最小整数，即 1n nα− < < 。 
命题 2.3 [17] 假设 k +∈Ζ 且 1 2, , , kd d d R∈� 是非负数。对于任意 1p > ，有下列不等式： 

1

1 1
.−

= =

 
≤ 

 
∑ ∑

pk k
p p

i i
i i

d k d  

引理 2.4 [18] 令 00 t T< < < ∞。假设 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,a b dt t t u t 是定义在 0 ,t T  上的非负连续函数。对于

0 1q< < ，令 ( )tω 是定义在 0 ,qt T  上的非负连续函数且使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ]
0

0 0

d ,

, , ,

t

t
t a t b t d s s u s qs s

t t t qt t

ω ω ω

ω υ

  ≤ + +  

 ≤ ∈

∫                        (1) 

在 0 ,qt T  上成立，若 ( ) ( ) ( ), ,a t b t tυ 是非减函数且 ( ) ( )0 0a t tυ≥ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } [ ]0exp d , , .
t

s
t a t b t d u t t Tω τ τ τ ≤ + ∈ ∫                       (2) 

下面，考虑一类带有比例时滞的 Caputo 分数阶 BAM 神经网络： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 1 2
1 1

1 1 2
1 1

,

,

m m
C

t i i i ij j j ij j j i
j j

n n
C

t j j j ji i i ji i i j
i i

D x t c x t a f y t p f y qt I

D y t d y t b g x t r g x qt J

α

α

= =

= =

= − + + +

= − + + +

∑ ∑

∑ ∑
                  (3) 

其中， 1,2, ,i n= � ， 1,2, ,j m= � ， ( )1 0 1 1 2C
tDα α α< < < <或 代表 Caputo 分数阶导数。相应地， ( )ix t 和

( )jy t 分别是在 t 时刻 X 层与 Y 层的状态向量。常数 0ic > 和 0jd > 代表自我调节参数。 , , ,ij ij ji jia p b r 代表

连接权重。对应地，比例时滞因子 q 满足 0 1q< < 。 kjf 和 kig 代表激活函数。 iI 和 jJ 代表外部输入。 
注： qt 可以被写为 ( )1qt t q t= − − 。显然，传输时滞 ( )1 q t− 是一个时变函数且在 t →+∞时趋于正无

穷。因此，这种时滞是一种无界时滞。 
假设 2.5 对于 1,2, ,j n= � ，激活函数 ( )jf x 和 ( )jg x 对任意的 ,x y R∈ 都满足下列 Lipschitz 条件： 

( ) ( ) ( ) ( ), ,j j j jf x f y x y g x g y x yξ η− ≤ − − ≤ −  

其中， , 0ξ η > 是两个常数。 

[ ]( ),1 , dC q R 代表定义在区间 [ ],1q 上的所有连续向量值函数构成的空间。对于 ( ) [ ]( ),1 , dt C q Rβ ∈ ，

其范数定义为 ( )
1

sup
d

i
q s q k

sβ β
≤ ≤ =

 
=  

 
∑ 。 

对于系统(3)，设 ( ) ( )( ),x t y t 和 ( ) ( )( ),x t y t 是任意的两个满足不同初值条件的解。令 ( ) ( ) ( )u t x t x t= − ，

且 ( ) ( ) ( )v t y t y t= − 。对于 ( )0,1α ∈ ，设 ( )u t 和 ( )v t 满足如下初值条件： 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ],  ,   ,1 ,u t t v t t t qφ ψ= = ∈                            (4) 

其中， ( ) [ ]( ),1 , nt C q Rφ ∈ ，且 ( ) [ ]( ),1 , mt C q Rψ ∈ 。 
定义 2.6 令 0 δ ε< < ， ( )0 1,2, ,iI i n= = � 且 ( )0 1,2, ,jJ j m= = � 。对于 ( )0,1α ∈ ，若 ϕ ψ δ+ < 成
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立时有 

( ) ( ) [ ], 1, ,u t v t t Tε+ < ∀ ∈  

其中， ( ) ( )
1

n

i
i

u t u t
=

= ∑ 且 ( ) ( )
1

m

j
i

v t v t
=

= ∑ ，则系统(3)是关于{ }, ,Tδ ε 的有限时间稳定的。 

3. 有限时间稳定分析 

接下来讨论系统(3)实现有限时间稳定的条件。 
为了方便讨论，先介绍一些符号。令 { }*

1
max ii n

c c
≤ ≤

= 且 { }*

1
max jj m

d d
≤ ≤

= ，记 

* *

1 11 1
max , max ,

n n

ij ijj m j mi i
a a p p

≤ ≤ ≤ ≤= =

   
= =   

   
∑ ∑  

* *

1 11 1
max , max ,

m m

ji jii n i nj j
b b r r

≤ ≤ ≤ ≤= =

   
= =   

   
∑ ∑  

并记 

{ } { }* * * * * *
1 2 1 2 1 2max , , max , .c b d a p rλ ξ ξ λ ζ ζ= + + =  

定理 3.1 令 0 δ ε< < ，对于 0 1α< < ，如果 { }max ,ϕ ψ δ< 且 

( ) [ ]
1

13 e , 1,H t t T
θ

θαθ ε
δ

−
− < ∀ ∈                                 (5) 

成立，其中
( )

( ) ( )( )
1

1 2

1

3

1 1
H

θ θ θ

θµ

λ λ

θ α µ α

− +
=

 Γ − + 

。那么系统(3)可以实现关于{ }, ,Tδ ε 的有限时间稳定。 

证明：假设 ( ) ( )( ),x t y t 和 ( ) ( )( ),x t y t 是任意的两个满足不同初值条件的解。令 ( ) ( ) ( )u t x t x t= − ，且

( ) ( ) ( )v t y yt t= − 。假设 ( )u t 和 ( )v t 满足初值条件(4)。 
由定义 2.1 得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1

1

1 1

11

d

t
i i

n n

i i ij j j j j ij j j j j
j j

u t t

c u a f y f y p g y q g y q

αϕ τ
α

τ τ τ τ τ τ

−

= =

= + −
Γ

     × − + − + −      

∫

∑ ∑
 

由假设 2.5 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 11

1 1

11 d .
m mt

i i i i ij j ij j
j j

u t t c u a v p v qαϕ τ τ ξ τ ζ τ τ
α

−

= =

  = + − + + Γ   
∑ ∑∫  

同理可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
2 21

1 1

11 ( ) d .
n nt

j j j j ji i ji i
i i

v t t d v b u r u qαψ τ τ ξ τ ζ τ τ
α

−

= =

 
= + − + + Γ  

∑ ∑∫  

进一步， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 * * *
1 11

1

11 d ,
n t

i
i

u t u t t c u a v p v qαϕ τ τ ξ τ ζ τ τ
α

−

=

= ≤ + − + +
Γ∑ ∫  

https://doi.org/10.12677/aam.2023.129391


张杰 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.129391 4003 应用数学进展 
 

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 * * *
2 21

11 d .
t

v t t d v b u r u qαψ τ τ ξ τ ζ τ τ
α

−
≤ + − + +

Γ ∫  

由上两式，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1
1 21

11 1 d .
t

u t v t t u v u q v qαϕ ψ τ λ τ τ λ τ τ τ
α

−
+ ≤ + + − + + +

Γ ∫  

由柯西—施瓦茨不等式得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

1
1 21

1
1 21

11 1 d

1 d .

t

t

u t v t t u v u q v q

t u v u q v q

α

α

ϕ ψ τ λ τ τ λ τ τ τ
α

δ τ λ τ τ λ τ τ τ
α

−

−

+ ≤ + + − + + +
Γ

≤ + − + + +
Γ

∫

∫
 

对于 0 1α< < ，取正数θ 满足
1 1α
θ
< < 。设 µ 满足

1 1 1
µ θ
+ = 。由 Hölder 不等式得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

11

1

1

1 21

1 d

d .

t

t

u t v t t

u v u q v q

µµ α

θθ

δ τ τ
α

λ τ τ λ τ τ τ

−
+ ≤ + −

Γ

 × + + + 
 

∫

∫
 

由 Minkowski 不等式得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1

1

1 1

1 21 1

1

1 1

d d .
t t

t
u t v t

u v u q v q

α µ

µ

θ θθ θ

δ
α µ α

λ τ τ τ λ τ τ τ

− +
−

+ ≤ +
Γ − +

    × + + +         
∫ ∫

 

由命题 2.3 得 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( )

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1
1 1

1

1 21 1

1 1
1 1

1

1 21

1
3 3

1 1

d d

1
3 3

1 1

d .

t t

t

t
u t v t

u v u q v q

t

u v u q v q

θ
α µ

θ θ θ θ
µ

θ θ

θ
α µ

θ θ θ
µ

θ θθ θ

δ
α µ α

λ τ τ τ λ τ τ τ

δ
α µ α

λ τ τ λ τ τ τ

− +

− −

− +

− −

 − + ≤ +
 Γ − + 

 × + + + 
 

 − = +
 Γ − + 

  × + + +    

∫ ∫

∫

 

令 ( ) ( ) ( )( )w t u t v t
θ

= + ， ( ) 13a t θ θδ−= ， ( ) ( )
( ) ( )( )

1 1
1

1

1
3

1 1
t

t
b

θ
α µ

θ
µ

α µ α

− +
−
 − 
 Γ − + 

= ， ( ) 1d t θλ= ， ( ) 2s t θλ= ，

( ) ( )t
θ

κ ϕ ψ= + 。显然 ( ) ( ),a t b t 和 ( )tκ 是非减函数，且 ( ) ( )1 1a κ≥ 。同时，上式简化为 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

d .
t

w t a t b t d w s w qτ τ τ τ τ ≤ + + ∫                       (6) 

由引理 2.4 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
exp d .

t
w t a t b t d sτ τ τ ≤ + ∫  

进一步有 

( ) ( ) ( )
1

13 e ,H tu t v t
θ

θαθ δ
−

−+ ≤  

其中
( )

( ) ( )( )
1

1 2

1

3

1 1
H

θ θ θ

θµ

λ λ

θ α µ α

− +
=

 Γ − + 

。由定义 2.6 可知，对任意的 [ ]1,t T∀ ∈ 都有 ( ) ( )u t v t ε+ < 。因此系

统是有限时间稳定的。 

4. 数值仿真 

本节中，给出一个数值仿真，验证结论的有效性。考虑如下模型： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 1 1

1 2 2

,

.

C
t

C
t

D x t Cx t Af y t Pg y qt I

D y t Dy t Bf x t Rg x qt J

α

α

= − + + +

= − + + +
                         (7) 

假设 ( ) ( )( ),x t y t 和 ( ) ( )( ),x t y t 是此系统具有不同初值的任意两组解. 
例 1 对于系统(7)，取如下参数： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )T T
1 2 1 20.8, 0.25, , , , , 0.13,0.25 , 0.1,0.2 ,q x t x t x t y t y t y t C diag D diagα = = = = = =  

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )T T

1 1 2 2 1 2cos ,cos , cos ,cos ,f y t y t y t f x t x t x t= =  

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )T T

1 1 2 2 1 2tanh , tanh , tanh , tanh ,= =g y t y qt y qt g x t x qt x qt  

( ) ( )T T0.021,0.015 , 0.012,0.01 ,I J= =  

且 

0.02 0.03 0.04 0.048 0.08 0.013 0.063 0.015
, , , ,

0.09 0.05 0.032 0.029 0.09 0.027 0.01 0.054
A P B R

       
= = = =       
       

 

通过计算，可取 1ξ η= = 。当 [ ]0.25,1t∈ 时，设 ( ) ( )( ),x t y t 和 ( ) ( )( ),x t y t 满足如下初值条件： 

( ) ( ) ( ) ( )T T1.068,2.33 , 2.251,1.474 .x t y t= =  

( ) ( ) ( ) ( )T T1.058,2.345 , 2.261,1.46 .x t y t= =  

根据上述数据，计算得到 1 20.42, 0.077, 1.0509Hλ λ= = = 。取 0.05δ = 。设 1.8, 2.25µ θ= = 。显然

1 1α
θ
< < 和

1 1+ 1
µ θ

= 。令 0.5ε = 。由条件(5)可得稳定时间 1.8946sT = 。当 0.05ϕ ψ+ < 时，对任意

[ ]1,1.8946t∈ ， ( ) ( ) 0.5u t v t <+ 总成立。因此，定理 3.1 的正确性得到了验证。 

5. 结论 

本文讨论了一类带有比例时滞的分数阶 BAM 神经网络的有限时间稳定性问题。基于一个带有比例时

https://doi.org/10.12677/aam.2023.129391


张杰 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.129391 4005 应用数学进展 
 

滞的 Gronwall 不等式，以及一些分析方法，得到了系统有限时间稳定的条件。与以往不同的是，本文的条

件在形式上更加简单，且具有较小的保守性。最后，通过数值仿真的计算，证明了本文结论的有效性。 
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