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摘  要 

脉冲接种是一种有效控制疾病传播的方式，对传染病研究有重要意义。本文建立了一个具有标准发生率

和垂直传播的噪声干扰脉冲接种随机SIR传染病模型，并研究了其在理论分析和数值模拟两个方面的动力

学性质。首先构造辅助函数证明系统等价于一个不含脉冲的随机模型，并证明其正解的存在唯一性，其

次利用伊藤公式给出疾病灭绝的充分条件，然后通过随机比较原理证明边界周期解的全局稳定性，最后

用Matlab数值模拟来验证理论结果的正确性。 
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Abstract 
Pulse vaccination is an effective way to control the spread of diseases and is of great significance 
for infectious disease research. In this paper, a random SIR infectious disease model of noise in-
terference pulse inoculation with standard incidence and vertical propagation is established, and 
its kinetic properties in both theoretical analysis and numerical simulation are studied. First, the 
auxiliary function is constructed to prove that the system is equivalent to a random model with-
out pulses, and proves the existence uniqueness of its positive solution, and then uses Ito’s for-
mula to give sufficient conditions for disease extinction, then proves the global stability of the 
boundary-periodic solution through the principle of random comparison, and finally uses Matlab 
numerical simulation to verify the correctness of the theoretical results. 
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1. 引言 

在现实世界中，短暂的干扰会使事物的发展发生变化，传染病在传播的过程中也不可避免地会受到

诸多脉冲现象的影响。靳桢，马知恩[1]首次证明了脉冲预防接种下 SIR 传染病模型无病周期解的存在性

和全局渐近稳定性。Gao [2]与 Chen 研究了一类具有潜伏期的脉冲接种 SEIRS 模型。大多数经典的传染

病模型研究中发生率一般采用双线性发生率以及饱和发生率，Anderson 与 May [3]的研究则证实了在某些

时候采用标准发生率比线性发生率会更能符合一些疾病的传播机理。在传染病的传播方式中垂直传播指

的是子女因遗传被已经感染了疾病的父母亲传染。Stevens [4]研究分析了几种带有垂直感染的传染病模

型，Ainseba [5]等人分别对具有水平传播和垂直传播的 SIS 模型进行了对比。同时，环境噪声在不同程度

下也影响着疾病的传播和发展，近年来有不少学者对随机传染病模型进行了研究。Ji [6]等人研究了一个

接触率扰动的随机 SIR 模型，讨论了疾病灭绝性和持久性。Dieu [7]等人研究了一个具有退化扩散项的随

机 SIR 模型，他们证明了其系统的不变分布的遍历性且估计了分布的收敛速度。此外还有很多学者研究

了不同噪声下的随机传染病模型，但目前具有脉冲效应的随机传染病模型的研究较少，也很少考虑白噪

声对系统动力学行为的影响。 
考虑到疾病传播路径的多元化，本文综合的考察了具有标准发生率以及垂直感染的脉冲接种随机扰

动 SIR 传染病模型，分析随机脉冲环境对疾病传播系统的稳定性及其相关动力学性质的影响。借助伊藤

公式和随机比较原理等方法，通过构造 Lyapunov 函数，证明疾病传播系统正解存在唯一性，给出疾病灭

绝的充分条件，并讨论边界周期解的全局稳定性，最后运用 Matlab 软件进行数值模拟，验证相关理论结

果的有效性。 

2. 模型描述 

靳[1]讨论了脉冲 SIR 模型 
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( ) ( ) ( )S t K S t I t Sµ β µ′ = − − , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )I t S t I t I tβ µ α λ′ = − + + , 

( ) ( ) ( )R t I t R tλ µ′ = − , t k≠ , k N∈ ,                           (1) 

( ) ( ) ( )1S k p S k+ = − , 

( ) ( )I k I k+ = , 

( ) ( ) ( )R k R k pS k+ = + , t k= , k N∈ , 

其中 ( )S t 为易感者在时刻 t 的人数， ( )I t 为感染者在时刻 t 的人数， ( )R t 为康复者在时刻 t 的人数，K
表示环境最大承载总人数，µ 表示出生率以及自然死亡率，β 表示接触率，α 表示因病死亡率，λ 表示

恢复率，p 表示预防接种率，以上参数都为正数。 
本文在此基础上，考虑具有垂直感染 q Iµ  [2] [3]，标准发生率 SI Nβ  [4] [5]，其中 q 为感染者的新

生儿为感染者的比率( 0 1q≤ ≤ )， ( ) ( ) ( )N S t I t R t K= + + ≤ ，得如下系统 

( ) ( ) ( ) ( )
S t I t

S t K S q I t
N

β
µ µ µ′ = − − − , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
S t I t

I t I t q I t
N

β
µ α λ µ′ = − + + + , 

( ) ( ) ( )R t I t R tλ µ′ = − , t k≠ , k N∈ ,                           (2) 

( ) ( ) ( )1S k p S k+ = − , 

( ) ( )I k I k+ = , 

( ) ( ) ( )R k R k pS k+ = + , t k= , k N∈ . 

但在现实生活中系统不可避免地会受到噪声干扰，假设噪声与系统变量成正比，其中 ( )R t 独立，考

虑如下系统[6] [7] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1d d d
S t I t

S t K S t q I t t S t B t
N

β
µ µ µ σ
 

= − − − + 
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2d d d
S t I t

I t I t q I t t I t B t
N

β
µ α λ µ σ

 
= − + + + + 
 

, t k≠ , k N∈ ,         (3) 

( ) ( ) ( )1S k p S k+ = − , t k= , k N∈ , 

其中 ( )( )1,2iB t i = 为相互独立的标准布朗运动，其初值为 ( )0 0iB = ， 1σ ， 2σ 为相应噪声强度。 

3. 全局正解的存在唯一性 

定理 1 对于任意给定的初值 ( )0 0S > ， ( )0 0I > ，当 0t ≥ 时，系统(3)有唯一正解 ( ) ( )( ),S t I t 。 
证明首先考虑如下无脉冲的系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1

2 2

d d d

d d d

x t y t
x t KA t x t q y t t x t B t

N

A y x t y t
y t y t q y t t y t B t

N

β
µ µ µ σ

β
µ α λ µ σ

− 
= − − − + 
 
 

= − + + + + 
 

             (4) 
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初值 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 , 0 0 , 0x y S I= ，其中 ( )
( )[ ]

( ) 1

1 ,

1 ,

t tp t k N
A t

p t k N

−

−

 − ≠ ∈= 
− = ∈

， ( )A t 左连续且是 1-周期的。 

由随机微分方程解的存在定理[8] [9]知，系统(4)关于初值 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 , 0 0 , 0x y S I= 存在唯一的局部

解 ( ) ( )( ),x t y t ， [ )0, et τ∈ ，其中 eτ 为爆破时间。这里定义停时 [ ] ( ) ( ){ }inf 0, : 0 0k et x t y tτ τ= ∈ ≤ ≤或 ，

假设 inf φ = ∞  (φ 表空集)，则由停时定义可知，如果可以证明 kτ = ∞，那么当 0t > 时就有 eτ = ∞，且正

解 ( ) ( )( ),x t y t 必存在；否则存在常数 0T > 和 ( )0,1ε ∈ 使得 { }kP Tτ ε≤ > 。 

下面证明 kτ = ∞，考虑如下 Lyapunov 函数[10] ( ) ( )( ), ln lnx yV x t y t
b b
σ σ   = − −   
   

，其中 b 为正常 

数，由 Itô 公式得 

( ) ( ) ( )

( )

2 2
2 2

1
2 2
1

2
2 1 1 2 2

1 1 1 1d , d d d d
2

1 d
2

1 d d d
2

V x y x y x y
x y x zy

kA y yq A t
x N x

Ax q t A B B
N

µ β µ µ σ

β µ α λ µ σ σ σ

−

= − − + +

 
= − + + + + 
 
 + − + + + − + − −  

, 

则 ( ) ( )2 2 2
1 2

1 1d , d d ,
2 2

y yV x y q A t t Q x y
N x
β µ µ σ µ α λ σ   ≤ + + + + + + + =      

，对其左右两边同时从 0 到

t积分得 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
0

, 0 , 0 , d ,
t

V x y V x y Q x s y s s P x y≤ + =∫ ，又因为 ( ) ( )( ), ln lnx yV x t y t
b b
σ σ   = − −   
   

，

且由停时的定义[11]可知 ( )lim ,
kt
V x y

τ→
= ∞ ，可得出矛盾 ( ),P x y∞ ≤ < ∞，故必有 kτ = ∞，得证。 

下证系统(4)与(3)等价。 
令 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), ,S t I t A t x t y t= ，可知 ( ) ( )( ),x t y t 在 ( ) [ ), 1 0,k k + ⊂ +∞ 是连续的， k N∈ 。 

当 t k N≠ ∈ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1
1 1

1 1

d d d

d d

d d

S t A t x t t A t x t

x t y t
A t KA t x t q y t t A t x t B t

N

S t I t
K S t q I t t S t B t

N

β
µ µ µ σ

β
µ µ µ σ

−

−

= +

 
= − − − + 

 
 

= − − − + 
 

. 

当 t k N= ∈ 时， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1lim 1 k k

t k
S k A t x t p x k S k

−

− −−

→
= = − = , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim 1 1k k

t k
S k A t x t p x k x k p S k

+

−+

→
= = − = = − . 

同理可证，当 t k N≠ ∈ 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2d d d
A y x t y t

I t y t q y t t y t B t
N

β
µ α λ µ σ

 
= − + + + + 
 

. 

当 t k N= ∈ 时有 ( ) ( ) ( ) ( )lim lim
t k t k

I k y t y t I k
+ −

+

→ →
= = = 。 
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综上，系统(4)与(3)等价。对于任意初值 ( )0 0S > ， ( )0 0I > ，我们由系统(4)正解的存在唯一性就能

得到系统(3)的正解存在唯一性。 

4. 系统的灭绝性 

定理 2 假设 ( ) ( )2 2
1 2

11
2

q µ σ σ− > ∨ 成立，令 ( ) ( )( ),S t I t 为满足系统(3)任意初值的解，若 0 1R < ，其中

( )
1

0
2
2

11
2

S
R

q

β

µ α λ σ

∗

=
− + + +

，则 ( ) ( ) ( )2
2 0

1 1limsup ln 1 1 0
2t

I t q R
t

µ α λ σ
→∞

 ≤ − + + + − <  
 a.s.，即疾病会灭绝。 

证明首先构造一个 1-周期的辅助函数 ( )h t ，它满足方程 ( ) ( ) ( )( ) ( )ln 1h t h t p A tµ′ − − − = − 的正 1-周

期解。经过计算得 ( )
( ) ( )[ ]

( )

1
e 1 e 1 d

, 0
1 e 1

tt st s
t

p p s
h t t

p

µ µ

µ

+− −

−

− −
= ≥

− −
∫

，当 [ ]0,1t∈ 时有 

( ) ( ) [ ]1 e1 1 , 0,1
e 1

t
t ph t p t

p

µ

µµ
−  

= − − ∈ − + 
，又 ( )A t 与 ( )h t 都是 1-周期函数，计算得到： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
1 11 1 *

0 0 0 1

e 11 e 1 1d d 1 d 1
e 1 e 1

st ppA s h s s A s h s s s S
Kp p

µµ

µ µµ µ µµ
− −

 −   = = − = − = − +  − +   
∫ ∫ ∫ 。 

因为系统 (2)与系统 (3)无病周期解相同，用 ( ) ( )( )* *,0,S t R t 表示， ( )
( )1

* e1
e 1

t kpS t K
p

µ

µ

− − − 
= − 

− +  
，

( ) ( )* *R t K S t= − ， 1k t k< ≤ + ，经过计算得到： 

( ) ( )
( )

( )
1* * *

0 0 1

e 11 d d
e 1

n Kp
S t t S t t K S

n p

µ

µµ

−
= = −

− +∫ ∫  , n +∈Ν . 

从而可以得到基本再生数

( )
1

0
2
2

11
2

S
R

q

β

µ α λ σ

∗

=
− + + +

。 

当 ( ) ( )2 2
1 2

11
2

q µ σ σ− > ∨ ，则有 

( ) ( ) ( )10

1lim d 0
t

t
x s h s B s

t→∞
=∫ , a.s. 

( ) ( ) ( )20

1lim d 0
t

t
y s h s B s

t→∞
=∫ , ( ) ( )20

1lim d 0
t

t
y s B s

t→∞
=∫ , a.s.                   (5) 

( )
lim 0
t

x t
t→∞

= , ( )
lim 0
t

y t
t→∞

= , a.s. 

由 Itô 公式[11]得， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1 1

1

1 1

d d d

d d

ln 1 d

d

h t x t h t x t t h t x t

h t x t y t
KA t h t A t x t qy t t h t x t B t

N

h t x t y t
KA t h t h t x t h t p x t qy t t

N

h t x t B t

β
µ σ

β
µ µ

σ

−

−

′= +  
 

= − + − + 
 
  ′= + − − − + −     
+

. 
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结合(5)式有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
0 0

0 0

*

1

0 lim

1 1lim d lim d

1 1lim d lim d

lim lim lim

t

t t

t t

t t

t t

t tt t t
t

h t x t
t

KA s x s s A s x s s
t t

h s x s y s
qA s y s s s

t t N
hxyS Ax q Ay
N

µ

β

β

→∞

−

→∞ →∞

→∞ →∞

→∞ →∞ →∞

=

= −

− −

= − − −

∫ ∫

∫ ∫
.                    (6) 

类似地，可以得到 

( ) ( )0 lim lim 1 lim tt t t
t

y t Axy q y
t N

β µ α λ
→∞ →∞ →∞

= = − − + +   .                   (7) 

由 Itô 公式得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 2

1d ln 1 d d
2

A t x t
y t q t B t

N
β

µ α λ σ σ
  = − − + + − +     

, 

将上式两端同时从 0 到 t 积分并乘
1
t
有 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2
2 2 2

* 2
21

1 1 1ln 1 ln 0
2

1 11
2

t

Axy t q B t y
t N t

S q t
t

β µ α λ σ σ

β µ α λ σ

 = − − + + + + +  

 ≤ + − + + + + Φ  

,              (8) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )*
2 21

1 ln 0t t t
t t

Axy hxyt q y t Ax q Ay S B t y
N N

β βµ α λ β σ
   

Φ = − + + − + + + − + +     
   

, 

从而由布朗运动性质、式子(5)及(7)知 ( )1lim 0
t

t
t→∞
Φ = ，a.s.。 

若有 0 1R < 成立，对(8)式两边取极限有 

( ) ( )2
2 0

1 1limsup ln 1 0
2t

I t R
t

µ α λ σ
→∞

 ≤ + + + − < 
 

, a.s.                     (9) 

又因为 ( ) ( )y t I t= ，也就是说 

( )lim 0
t

I t
→∞

= , a.s.                                  (10) 

综上，疾病将以指数趋势灭绝。 

5. 边界周期解的全局稳定性 

定理 3 假设 ( ) ( )2 2
1 2

11
2

q µ σ σ− > ∨ 成立，若 0 1R < ，则存在系统(3)的一个边界周期解 ( )( ),0pS t ，且 

这个边界周期解具有全局稳定性。 
证明由于 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), ,S t I t A t x t y t= ，只需证明系统(4)有一边界周期解 ( )( ),0px t 且其是全局吸引 

的即可。 
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若满足 ( ) ( )2 2
1 2

11
2

q µ σ σ− > ∨ 和 0 1R < ，那么由定理 2 可得 ( )lim 0
t

y t
→∞

= ，a.s.。对于充分小的 0τ > ，

存 在 一 正 常 数 ( )0 0t t ω= 和 集 合 τΩ ⊂ Ω 满 足 ( ) 1P τ τΩ > − 且 对 0t t> ， τω ∈Ω 有 ( ) e cty t −< 与

( ) ( )x t y t τ< 。 

对于 0t t> ， τω ∈Ω 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1
1 1

1
1 1

d d d

d d

x t y t
x t KA t x t qy t t x t B t

N

KA t x t qy t t x t B t

β
µ µ µ σ

µ µ µ βτ σ

−

−

 
= − + − + 
 

≥ − + − +

. 

令 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
1 1d d dX KA t t X t qy t t X t B tµ µ µ βτ σ−= − + − + ，其具有初值 ( ) ( )0 0X x= 的解 ( )X t 。 

由随机微分方程的比较定理[12]可知，对 τω ∈Ω 有 

( ) ( ) ( )X t x t X t≤ ≤ , 0t t> , 

令τ 趋于 0 有 ( ) ( )lim 0
t

X t X t
→∞

− = ，那么 ( ) ( )lim 0
t

x t X t
→∞

− = ，则 ( ) ( )lim 0pt
x t x t

→∞
− = 。 

因此 ( )( ),0px t 是全局吸引的，由于 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), ,S t I t A t x t y t= ，那么系统 (3)的边界周期解

( )( ) ( ) ( )( ),0 ,0p pS t A t x t= 也是全局吸引的。 

6. 数值模拟 

通过研究具有垂直感染和脉冲接种的 SIR 模型的动力学性质，使用 Matlab 来验证所得结论。假定人

口单位为百万，其中系统初值 ( ) ( )( ) ( )0 , 0 0.7,0.2S I = ，为演示白噪声的影响以及疾病的阈值，选择参数：

1K = ； 0.2µ = ； 0.8β = ； 0.05α = ； 0.2λ = 。 
有以下四种情况： 

1) 当随机系统(3)满足定理 2 的假设条件 ( ) ( )2 2
1 2

11
2

q µ σ σ− > ∨ 时，令 0.3q = ， 1 0.03σ = ， 2 0.25σ = ，

0.1p = ，此时 0 1.2450 1R = > ，由定理 2，疾病 ( )I t 将持续，见图 1 中的(b)图。 

2) 当随机系统(3)满足定理 2 的假设条件 ( ) ( )2 2
1 2

11
2

q µ σ σ− > ∨ 时，令 0.3q = ， 1 0.03σ = ， 2 0.25σ = ，

0.3p = ，此时 0 0.6895 1R = < ，由定理 2，疾病 ( )I t 将灭绝，见图 1 中的(c)图。 

3) 当随机系统(3)不满足定理 2 的假设条件 ( ) ( )2 2
1 2

11
2

q µ σ σ− > ∨ 时， 0.4q = ， 1 0.03σ = ， 2 0.5σ = ，

0.3p = ，此时 0 0.5868 1R = < ，由图 1 中的(e)图看出疾病将灭绝。 

4) 当随机系统(3)不满足定理 2 的假设条件 ( ) ( )2 2
1 2

11
2

q µ σ σ− > ∨ 时， 0.4q = ， 1 0.03σ = ， 2 0.5σ = ，

0.1p = ，此时 0 1.0595 1R = > ，由图 1 中的(f)图可以看出疾病也将灭绝。 

图 1 分别考察了易感人群( ( )S t )以及感染人群( ( )I t )随接种率变化(p 分别等于 0 (a, d)，0.1 (b, e)，0.3 
(c, f))系统的动态轨线。从图中可以看出，当随机系统(3)满足定理 2 时，疾病以概率 1 灭绝，这与结论是

一致的。当满足假设条件但 0 1R > 时，疾病持续，如图 2(b)所示。图 2(b)与图 2(c)除了参数 p 不同，其余

参数保持不变，说明提高易感者预防接种率有利于疾病的灭绝。而当随机系统(3)不满足定理 2 假设条件

时，即 ( ) ( )2 2
1 21 2q µ σ σ− < ∨ ，此时白噪声较大，可以从图 2(e)和图 2(f)看出，无论 0R 是否大于 1，疾病

都会以指数速率灭绝，即系统白噪声对于抑制疾病的传播是有积极作用的。 
图 2 考察了垂直感染率(q)以及噪声强度(σ )对基本再生数( 0R )的定量影响。显然，当外界噪声强度
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保持不变时，垂直感染率的增加将会有效的减少基本再生数的阈值效应；反之，外界环境噪声强度增大

则将增加基本再生数，使得疾病传播性增强。 
 

 
Figure 1. Analysis of persistence and extinction of diseases in system 
图 1. 系统中疾病持续与灭绝性分析 
 

 
Figure 2. Diagram of the relationship between vertical infection rate 
and noise intensity of basic reproduction number R0 
图 2. 基本再生数 R0关于垂直感染率和噪声强度关系图 

 

7. 结束语 

本文综合的考察了具有标准发生率以及垂直感染的脉冲接种随机扰动 SIR 传染病模型的动力学行

为，主要借助伊藤公式和随机比较原理等方法，通过构造 Lyapunov 函数，证明疾病传播系统正解存在唯
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一性，分析系统的灭绝性、持久性以及讨论边界周期解的全局稳定性。理论研究发现白噪声在一定程度

上对模型产生了影响，这对疾病传播的研究有着应用意义。但模型和研究方法都比较基础单一，对于复

杂的混合脉冲以及有彩色噪声等的随机模型都值得关注和研究。 
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