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摘  要 

探讨切比雪夫不等式在不等式估值、大数定理证明和概率不等式相关计算与证明中的典型应用，从中可

看出切比雪夫不等式在概率论中的重要价值。 
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Abstract 
Typical applications of Chebyshev inequality in inequality valuation, large number theorem proof 
and related calculation and proof of probability inequality are discussed, from which we can see 
the important value of Chebyshev inequality in probability theory. 
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1. 引言 

设随机变量 X 的数学期望和方差分别为 EX 和 DX，对任意的常数 0ε > ，事件 ( )X EX ε− ≥ 发生的

概率 ( )P X EX ε− ≥ ，直观地看应该与 DX 有一定的关系。因为 DX 刻画了 X 离开 EX 的平均偏离程度，

所以如果 DX 越大，那么相应地， ( )P X EX ε− ≥ 也会大一些，将这个直觉进行严格抽象，就是下面的 

定理。 

定理[1]  若随机变量 ξ 的方差 ( )D X 存在，则对任何 0ε > ，都有 ( )( ) ( )
2

D X
P X E X ε

ε
− ≥ ≤ 或者

( )( ) ( )
21

D X
P X E X ε

ε
− < ≥ − 。 

证明  1) 当 X 是离散型随机变量时，设 ( )i iP X x p= = ， 1,2,i = 是其分布列，则 

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( ) ( )
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2
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1
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P X E X p p x E X p
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ε

ε ε ε

∞

=− ≥ − ≥

−
− ≥ = ≤ ≤ − =∑ ∑ ∑ 。 

2) 当 X 为连续型随机变量时，设 ( )f x 是其概率密度函数，则不难得到 

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

2
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2 2
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2
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d d
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E X
i iE X

E X
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D X x E X f x x

x E X f x x x E X f x x

f x x f x x

P X E X P X E X

P X E X

ε

ε

ε

ε
ε ε

ε ε ε ε

ε ε

+∞

−∞

− +∞

−∞ +

− +∞

−∞ +

= −

≥ − + −

≥ +

= ≤ − + ≥ +

= − ≥

∫

∫ ∫

∫ ∫ 。 

( )( ) ( )
2

D X
P X E X ε

ε
− ≥ ≤ 或者 ( )( ) ( )

21
D X

P X E X ε
ε

− < ≥ − 称之为切比雪夫不等式，这两种表达

形式是等价的。由切比雪夫不等式可知， ( )D X 越小，X 的取值越集中在 ( )E X 附近，这进一步说明方差 

的含义：它确实刻画了随机变量取值的分散程度[2]。受定理证明的启发，不难得出以下推论。 
推论   设 ( ) ( )0 0g x x> < < +∞ 且为非降函数，设 X 为连续型随机变量且 ( )( ){ }E g X E X− 存在，

则对任意 0ε > ，有 ( )( )
( )( ){ }

( )
E g X E X

P X E X
g

ε
ε

−
− ≥ ≤ 。 

证明  设连续型随机变量 X 的概率密度为 ( )p x ，则有 ( )( ) ( )
( )

d
X E X

P X E X p x x
ε

ε
− ≥

− ≥ ≤ ∫ 。由于

( ) 0g x > 且非降，故当 ( )X E X ε− ≥ 时，有 ( )( ) ( )g X E X g ε− ≥ ，即
( )( )

( )
1

g X E X

g ε

−
≥ ，所以 
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( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( )

( )( ){ }
( )

d

1 d

X E X

g X E X
P X E X p x x

g

g X E X p x x
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E g X E X
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ε
ε

ε

ε

− ≥

+∞

−∞

−
− ≥ ≤

≤ −

−
=

∫

∫ 。 

2. 利用切比雪夫不等式估值 

2.1. 估计事件 ( )( )P X E X− ≥ ε 的概率 

从切比雪夫不等式不难看到，当概率分布的类型不知道时，方差和数学期望这两个数字特征，也能

提供关于概率分布的某些信息。利用数学期望和方差这两个重要数字特征，切比雪夫不等式对随机变量 
的概率分布进行估计，它给出了在 X 的分布未知时，概率 ( )( )P X E X ε− ≥ 的一个上限。在切比雪夫不

等 式 中 ， 若 取 ( )3 3D Xε σ= = ， 便 有 ( )( ) ( )
( )( )2

13 0.111
93

D X
P X E X

D X
σ− ≥ ≤ = ≈ ； 若 取

( )2 2D Xε σ= = ，便有 ( )( ) ( )
( )( )2

13 0.25
42

D X
P X E X

D X
σ− ≥ ≤ = = 。可见，对任何分布，只要期望 ( )E X

和方差 ( )D X 存在，可以得到关于概率 ( )( ) ( )
( )( )2 2

1D X
P X E X k

kk D X
σ− ≥ ≤ = 的粗略估计，即当“X 与 EX

的绝对差不小于 k 倍标准差”时的概率不大于 2

1
k

。从估计随机变量取值偏离 ( )E X 超过 k 个标准差的概率 

的算式，我们可以知道，当 X 的概率分布未知时，随机变量取值偏离 ( )E X 超过 3σ 的概率很小，当然如

果知道了随机变量的分布，计算的概率就更精确了。下面以 X 服从正态分布为例来比较下估计值和计算 

真值的差距。若 X 服从正态分布，应用切比雪夫不等式得 ( )( ) 13 0.111
9

P X E X σ− ≥ ≤ ≈ ，但因为

( )X E X
σ

−
服从标准正态分布，故 

( )( ) ( ) ( )
3 3 1 3 1 0.9974 0.0026

X E X X E X
P X E X P Pσ

σ σ

   − −
− ≥ = ≥ = − < = − =      

   
。由估计值和计算值 

比较可知，在切比雪夫不等式中，只需要知道方差 ( )D X 及数学期望 ( )E X 两个数字特征就够了，无需

知道 X 的分布，但也正是因为随机变量的统计规律无从知晓，导致它不能用到分布函数或密度函数，所

以它给出的估计通常又是比较粗糙的，精度不够。这也正是其缺点所在，不过，虽然它有时不能很好地

估计出 ( )( )P X E X ε− ≥ 的值，但是在只知道 ( )D X 的情况下，不可能比这个不等式做得更好了[3]。 
例 1  设随机变量 1 2, , , nX X X 是相互独立且同分布的随机变量， ( )iE X µ= ， 

( ) ( )8 1,2, ,iD X i n= =  ，
1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ ，试估计 { }4nP X µ α− < ≥ 的α 。 

解析   因为 ( ) ( )
1 1

1 1 1n n

i i
i i

E X E X E X n
n n n

µ µ
= =

 = = = = 
 
∑ ∑ ，且 
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( ) ( )2
1 1

1 1 8n n

i i
i i

D X D X n D X
n nn= =

 = = = 
 
∑ ∑ ，所以，满足 X 的切比雪夫不等式为 

( ) ( )
2 2

8D X
P X

n
µ ε

ε ε
− ≥ ≤ = 。当 4ε = 时，即为 { } 2

8 14 1 1
24nP X

nn
µ− < ≥ − = − 。 

2.2. 估计随机变量落在有限区间的概率 

从切比雪夫不等式可以看出随机变量数字特征的重要性。许多常见随机变量的分布，如正态分布、

二项分布、泊松分布等，在分布类型为已知时，完全由它的数学期望和方差所决定，在分布类型未知时，

基于切比雪夫不等式描述随机变量的变化情况，也能提供关于概率分布的某些信息。随机变量落入有限

区间的概率便可以通过这个信息粗略估计出来。从式子的特征角度看，切比雪夫不等式适用于对 X 以 
( )E X 为中心的对称区域上取值概率的估计，故欲求事件 { }a X b< < 的概率，关键是将其改写为

( ){ }X E X ε− < 或 ( ){ }X E X ε− ≥ 的形式，方法是将不等式 a X b< < 的各端同时减去 ( )E X 。 

例 2  随机地抛 6 枚骰子，利用切比雪夫不等式估计 6 枚骰子出现点数之和在 15 点到 27 点之间的

概率。 
解析  以 iX 记第 ( )1,2, ,6i i =  枚骰子出现的点数，显然 iX 相互独立。6 枚骰子出现点数之和的总

数
1

n

i
i

X X
=

= ∑ ，所以 ( ) ( )1 211 2 3 4 5 6
6 6iE X = + + + + + = ，且 

( )
2 2 21 21 21 21 351 2 6

6 6 6 6 12iD X
      = − + − + + − =      
       

 。故 ( ) 21E X = ， ( ) 35
2

D X = 。由切比雪夫不等式，

{ } { } 2 373515 27 2 6 1 6
2 72

P X P X< < = − < ≥ − = 。 

例 3  设 X 的密度函数为 ( ) e , 0
!

0, 0

m
xx xp x m

x

−
>= 

 ≤

，其中 m 为非负整数，试估计 ( ){ }0 2 1P X m< < + 。 

解析   

( )1
0 0

1 !1e d e d 1
! ! !

m
x m x mxEX x x x x m

m m m
+∞ +∞− + − +

= ⋅ = = = +∫ ∫ ， 

( ) ( )( )2 2 2
0 0

2 !1e d e d 2 1
! ! !

m
x m x mxEX x x x x m m

m m m
+∞ +∞− + − +

= ⋅ = = = + +∫ ∫  

故 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 22 2 1 1 1D X E X EX m m m m= − = + + − + = + 。 

为了构造切比雪夫不等式的形式，必须将所求的不等式进行变形，将 ( )0 2 1X m< < + 的各端同时减

去 1EX m= + ，从而 

( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ } ( )
( )2

0 2 1

1 1 1

1 1 1
11

P X m

P m X m m

D X mP X m m
mm

< < +

= − + < − + < +

= − + < + ≥ − =
++

。 

注  此分布是尺度参数为 1，形状参数为 1m + 的Γ分布，即 ( )~ 1, 1X G m + 。 ( )1,1G 即是参数为 1 的

指数分布，Γ分布 ( ),G rλ 具有“再生性”，r 为正整数的Γ分布可视作为 r 个独立的服从指数分布的随

机变量之和，因此本例中数学期望和方差可以直接得到。 
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3. 切比雪夫不等式是证明大数定律的有利工具 

我们在实际的运算中，经常用频率近似作为概率，用频率值来代替概率值，这样做的理论依据便是

大数定理。大数定律以严格的数学形式表达了平均结果的稳定性，是随机现象统计规律性的具体表现。

切比雪夫不等式是证明大数定律的理论基础，对大数定律的理论完善起到了至关重要的作用[4]，在理论

上有重大意义。 
伯努利大数定理  设 nµ 是 n 次伯努利概型中事件 A 发生的次数，而 p 是事件 A 在每次试验中发生的

概率，则对任意 0ε > ，都有 lim 0n

n
P p

n
µ

ε
→∞

 
− ≥ = 

 
。 

证明  设
1,
0,i

i A
X


= 


第 次 现
否则

出试验
， 1,2, ,i n=  ，那么{ }iX 是独立同分布随机变量序列，且满足

1

n

n i
i

Xµ
=

= ∑ ， ( )iE X p= ， ( ) ( )1iD X p p= − ，则由切比雪夫不等式得到：对任意 0ε > ， 

( )
( )

11
2

1 1

1

nn

ii n n
in i

i i
i i

E XX np p
P p P P X E X n

n n n n
µ

ε ε ε
ε

==

= =

  
     −     − ≥ = − ≥ = − ≥ ≤           
 

∑∑
∑ ∑ ， 

故 lim 0n

n
P p

n
µ

ε
→∞

 
− ≥ = 

 
。 

泊松大数定理  设{ }nX 为相互独立的随机变量序列， ( )1n nP X p= = ， ( )0n nP X q= = ，其中 

1n nq p= − ，则{ }nX 服从大数定理。 

证明 ( )
1

1 n

n i n
i

E X p p
n =

= =∑ ， ( ) ( )
2

2 2 2
1 1 1

1 1 1 1
2 4

n n n
i i

n i i i
i i i

p q
D X D X p q

nn n n= = =

+ = = ≤ = 
 

∑ ∑ ∑ ， 

由切比雪夫不等式得到：对任意 0ε > ，有 ( ) ( )
2 2

1
4

n
n n

D X
P X p

n
ε

ε ε
− ≥ ≤ ≤ ，故 

lim 0n

n
P p

n
µ

ε
→∞

 
− ≥ = 

 
。 

马尔可夫大数定理   设随机变量序列{ }nX 满足马尔可夫条件：
1
2lim 0

n

i
i

n

D X

n
=

→∞

 
 
  =
∑

，则{ }nX 服从大 

数定理。 

证明  由切比雪夫不等式得到：对任意 0ε > ，有 1 11 1
2 2 2

1 n nn n

i ii i
i ii i

D X D XX EX
nP

n n n
ε

ε ε
= == =

    
    
    − ≥ ≤ =

 
 
 

∑ ∑∑ ∑
，

故 ( )
1 1

1 1lim 0
n n

i in i i
P X E X

n n
ε

→∞ = =

 
− ≥ = 

 
∑ ∑ 。 

切比雪夫大数定理  设随机变量 1 2, , , ,nX X X 相互独立，且存在期望和方差： ( )k kE X µ= ，

( ) 2
k kD X σ= ， 1,2,k = ，并且 ( )2 1, 2,k kσ =  一致有界，作前 n 个随机变量的算术平均

1

1 n

k
k

X X
n =

= ∑ ，

则对任意的 0ε > ，有 { }lim 1nn
P X µ ε

→∞
− < = ，其中

1

1 n

k
kn

µ µ
=

= ∑ 为数学期望的平均值。 
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证明  由于 ( )
1 1

1 1n n

k k
k k

E X E X
n n

µ µ
= =

 = = = 
 
∑ ∑ ， 

( ) ( ) ( )2
2 2

1 1

1 1 1n n

k k k
k k

D X D X D X D
n n n

σ
= =

 = = = 
 
∑ ∑ ， 

因为 ( )2 1, 2,k kσ =  一致有界，所欲存在一常数 0c > ，使得 2
k cσ ≤ ，于是 ( ) 2

1

1 n

k

cD X c
nn =

≤ =∑ 。由切

比雪夫不等式， { } 21n
cP X

n
µ ε

ε
− < ≥ − 。令 n →∞，由夹逼定理，可得 { }lim 1nn

P X µ ε
→∞

− < = 。 

注  nX µ ε− < 意味着 nX 的任意一个取值能够与 µ 充分接近，这本是一个可能性不大的事件，但

是只要 n 充分大， nX 的任意取值都与 µ 充分接近的事件几乎肯定发生的。 

4. 在概率式中的计算与证明 

例 4  已知 ( ) 0D X = ，证明 ( ){ } 1P X E X= = 。 

证明  ( ){ } ( ){ } ( ){ }0 1 0P X E X P X E X P X E X= = − = = − − ≠ ， 

而 ( ){ } ( ){ } ( )
1

10 0
n

X E X X E X X E X
n

∞

=

 − ≠ = − ≠ = − ≥ 
 


。 

因为 ( ){ } ( )
1

10
n

P X E X P X E X
n

∞

=

 − ≠ = − ≥ 
 

∑ ，而 ( ) ( )1 0
D X

P X E X
n n

 − ≥ ≤ = 
 

，所以 

( ){ }0 0P X E X− ≠ = ，于是 ( ){ }0 1P X E X− = = 。即 ( ){ } 1P X E X= = 。 

注  转化 ( )
1

1
n

X E X
n

∞

=

 − ≥ 
 


这一步十分重要，由此可利用切比雪夫不等式。 

例 5  将 n 个带有号码 1 至 n 的球投入 n 个编号为 1 至 n 的匣子，并限制每一个匣子只能进一只球， 

设球与匣子号码一致的只数是 nS ，试证明：
( )

0n n PS E S
n

−
→ 。 

证明  令
1,
0,i

i i
X


= 


第 只球投入第 匣子
其它

号
，则 1 2n nS X X X= + + + ， ( ) 1

iE X
n

= ， 

( ) 1 11iD X
n n
 = − 
 

， ( ) ( )2

1,
1i jCov X X

n n
=

−
， ( ) ( ) ( ) ( )1 21 , 1n iD S nD X n n Cov X X= + − = 。由切比雪

夫不等式，对任意的 0ε > ，有 

( ) ( ){ } ( )
2 2 2 2

1 0n n n n
n n

S E S D S
P P S E S n

n n n
ε ε

ε ε
→∞

 − ≥ = − ≥ ≤ = → 
  

， 

故
( )

0n n PS E S
n

−
→ 。 

典型问题中还包括“利用切比雪夫不等式估值”的相反问题，即：已知 ( )D X 及 ( ){ }P X E X ε− < 至

少等于α ，估算 ε  [5]。 

例 6  抛掷一颗均匀的骰子，为了至少有 95%的把握使 6 点向上的频率与概率
1
6

p = 之差落在 0.01 

的范围之内，问需要抛掷多少次？  
解析  设 A = “骰子 6 点向上”， nµ 是 n 次抛掷骰子中 6 点向上的次数 
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令
1,
0,i

i A
X

i A


= 


在第 次 中事件 生
在第 次 中事件 不试验 发生

试验 发
， 1,2, ,i n=  ，则 1 2, , , nX X X 相互独立，且 ( )iE X p= ，

( ) ( )1iD X p p= − 。而
1

n

n i
i

Xµ
=

= ∑ ，于是问题为求满足不等式
1 0.01 0.95
6

nP
n
µ 

− < ≥ 
 

的 n。显见 

( ) ( ) 51
36nD np p nµ = − = 。由切比雪夫不等式得 2 2

1 50.01 1 1
6 0.01 36 0.01

n

n
D

nP
n n

µ
µ

 
    − < ≥ − = −  × 

，欲 

1 0.01 0.95
6

nP
n
µ 

− < ≥ 
 

，只要 2

51 0.95
36 0.01 n

− ≥
×

，解不等式求得 27778n ≥ 。 

注  注意到 nµ 服从二项分布 ( ),b n p ，又根据棣美佛——拉普拉斯中心极限定理，
( )1

n np
np p
µ −

−
具有近

似分布 ( )0,1N ，从而 nµ 具有近似分布 ( )( ), 1N np np p− ，所以我们也可利用二项分布的正态近似估计试

验次数 n。由

( )

1 1 10.01 0.01 0.01
6 6 6

1 10.01 0.01
6 6 6 6 2 0.012 5 1

1 5 1 5
6 6 6 6

n
nP P n n

n

n nn n
n

n n

µ
µ

      − < = − < < +      
     

      + − − −      
      ≈ Φ −Φ = Φ −

   
× × × ×   

   

。欲
1 0.01 0.95
6

nP
n
µ 

− < ≥ 
 

，

只要 ( )2 0.012 5 1 0.95nΦ − ≥ ，查表求得 5336n ≥ 。将两者进行比较，显然，应用中心极限定理得出的结 

论较为精确，应用切比雪夫不等式得出的结论明显粗糙。这是因为 nµ 服从正态分布的特殊性并未在切比

雪夫不等式中加以利用，这也恰恰说明当概率分布未知时切比雪夫不等式所能体现出来的独特应用价值。 
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