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摘  要 

本文研究一维可压缩等熵微极流体方程解的大时间行为，我们证明在初始扰动和波的强度适当小的条件

下，当时间 t → +∞时，该方程的解收敛于平面扩散波 ( )v u, ,0 ，并得到了相应的衰减速度 ( )t −+
1
41 ，本

文主要的研究方法为能量方法，结合了反导数法、Cauchy不等式和Young-不等式证明了非线性扩散波关

于可压缩微极流体方程解的渐近稳定性。 
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Abstract 
In this paper, we study the large time behavior of the solution of one dimensional compressible 
isentropic micropolar fluid equation. Under the condition of the initial disturbance and wave in-
tensity being appropriately small, at time t → +∞ , we prove that the solution of the equation 
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converges to plane diffusion wave ( )v u, ,0 , and the corresponding decay rate ( )t −+
1
41  is ob-

tained. The main research method in this paper is the energy method, which combines the inverse 
derivative method, Cauchy inequality and Young inequality. By using these methods, we prove the 
asymptotic stability of the solution of the nonlinear diffusion wave to the compressible micropolar 
fluid equation. 
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1. 引言 

在本文中我们研究如下具有粘度相关系数的一维可压缩等熵微极流体方程的大时间行为 

( )
( ) ( )

0
, 0

4 ,

t x

t x

x
t r

x

v u
u p v u x t

A v
v v

v

α

ω
ω µ ω

− =
 + = − ∈ >
   = −   

�
                       (1.1) 

给定初值 

( )( ) ( )( )0 0 0, , ,0 , , ,v u x v u xω ω=                             (1.2) 

且满足条件 

( )( ) ( )0 0 0lim , , , , ,
x

v u x v uω ω± ± ±→±∞
=                            (1.3) 

此处 t 和 x 分别代表时间和空间变量。这里 v 表示比容，u 表示速度，ω 表示微旋转速度， ( )p v 表示压

力， 0α > 表示阻尼系数。 
在这篇文章中 

( ) , 1, 0,p v v γ γ α−= ≥ ≥  

并且 ( ) ( ), rA v vµ 是关于 v 的光滑的正函数 ( )0v > ，表示微粘度系数。 
如果忽略流体的微观结构，即 0ω = ，系统(1.1)可视为拉格朗日坐标下带阻尼的等熵欧拉方程，动量

方程中带有阻尼项 uα ，可用于模拟多孔介质中的可压缩流。 
此时，系统(1.1)等同系统 

( )
0

,
t x

t x

v u
u p v uα
− =

 + = −
                                 (1.4) 

初值满足 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0,0 , ,0 , , , asu x v x u x v x u v x± ±= → → ±∞                  (1.5) 

当 v v− +≠ ，此时方程有波的现象。刘太平[1] [2]证明了在初始扰动和波的强度 u u+ −− 较小的情况下，当
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t →∞时， 

( ), ,v v v vδ+ − + −− < ≠  

方程(1.4)的解趋向于非线性扩散波 ( ),v u 。其中 ( ),v u 满足方程 

( )
0,

, , 0
t x

x

v u
p v u x tα
− =

 = − ∈ > �
                             (1.6) 

而对于带阻尼的非线性发展方程的柯西问题，已经有许多关于基本波的渐近稳定性的研究，参考文

献[3] [4] [5] [6]。如在一维情况下，刘太平[5] [6]先证明了在初始扰动和波的强度满足小性条件的情况下，

非线性扩散波关于带阻尼的双曲守恒律方程的渐近稳定性。对于方程(1.4)，Nishihara 在[7] [8]进一步利用

能量方法得到了和刘太平相同的结果，并获得在 2L 和 L∞范数下的收敛速度。对于小性条件下收敛速度其

他相关结论，我们参考[9] [10]，与此同时，也有很多作者针对初始扰动较大的情况进行了研究，如 Zhao 
[11]证明了对于给定的大初始值情况下，带摩擦阻尼的 p 系统存在唯一的整体光滑解，且当时间 t → ±∞时，

该方程的解渐近趋向于对应的非线性扩散波 ( )( ), ,v u x t ，并且他还得到了 ( )2pL p≤ ≤ ∞ 范数下的衰减速

率。对于具有非线性阻尼的 p 系统的柯西问题的其他结果，我们参考[12]-[23]。 
我们的方程与(1.4)相比，增加一个方程，考虑了微旋转速度ω ，即思考了微观结构该模型的渐近行

为，增加了耦合性和研究该模型的难度，这也是本文的创新之处。 
本文研究了一维可压缩微极流体模型(1.1)问题解的大时间行为，该模型具有一般的微粘度相关系数。

我们将证明，在粘度系数 ( ) ( ) ( ), , 0rA v v vµ > 是关于 v 的光滑的正函数，并且初始扰动和波的强度足够小

的情况下，那么方程(1.1)~(1.3)的解整体存在，并且当 t →∞时，该解收敛到非线性扩散波 ( )( ), ,0 ,v u x t 。

文章主要结果的精确陈述在下面的定理 1.1。 
定理 1.1 设 ( ) ( ) ( ), , 0rA v v vµ > 是关于 v 的光滑正函数，设 ( )( ) 2 2 2

0 0 0, ,v u x H H Hω ∈ × × ，则存在适

当小的 0δ > ，当 ( )( ) ( )( ) ( )
2 2 2

u u v v v v x u u x xω δ+ − + −− + − + − + − + ≤ 时，方程 (1.1)~(1.3)的解

( ), ,v u ω 全局存在，并且满足 
( ) ( ) ( )2 2 2ˆ0, , , 0, , , 0, , ,v v m C H u u u C H C Hω− − ∈ ∞ − − ∈ ∞ ∈ ∞  

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1ˆ0, , , 0, , , 0, , ,x x x x x xv v m L H u u u L H L Hω− − ∈ ∞ − − ∈ ∞ ∈ ∞  

当 t 趋于无穷时，进一步有以下结论： 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2

20

2

2

1) , , 1 1 ,

ˆ2) , 1 1 ,

3) , 1 1 , 1,2

k
k
x L

k
k
x L

k
k
x L

v x t v x x t m O t

u u u x t O t

x t O t k

δ

δ

ω δ

−

−

−

∂ − + − = +

∂ − − = +

∂ = + =

                    (1.9) 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
4

1
4

1
4

4) 1 1 ,

ˆ5) 1 1 ,

6) 1 1 .

L

L

L

v v m t O t

u u u t O t

t O t

δ

δ

ω δ

∞

∞

∞

−

−

−

− − = +

− − = +

= +

                              (1.10) 

其中 0x 满足 

( ) ( )( )0,0 , d ,
u uv x v x x t x

α

∞
+ −

−∞

−
− + =

−∫                          (1.11) 
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并且 

( )

( )

( ) ( )

0

0

ˆ e , d ,

d 1,

, , e .

xt
t

t

u u m t

m x x

u um x t m x t

α

α

η η

α

−
− −∞

∞

−∞

−+ −

≡ +

=

−
≡ −

−

∫

∫                            (1.12) 

本文的安排如下：在第二部分，我们给出一些在证明过程中所需相关引理；在第三部分，我们对问

题(1.1)~(1.3)的扰动方程进行基本能量估计和时间加权估计，从而证明定理 1.1。 
标记在文章中，我们用 ( ), 1C O 表示正常数。对于函数空间来说， ( )( )1P P nL L p= ≤ ≤ ∞� 表示一般

的 Lebesgue 空间，其范数为 

( )
1

d ,p

pP

Lf f x x
∞

−∞

 
=  
 
∫                              (1.13) 

( )
,

sup , 1 ,L
x

f f x p∞
−∞< <∞

= ≤ < ∞                          (1.14) 

并且积分区域 R 将会被省略，而不产生混淆概念的后果，用 ( )0mH m ≥ 用来表示 m 阶 Sobolev 空间，其

范数为 

2

1
22

0
0

, .
m

k
x L

k
f f

=

 = ∂ ⋅ = ⋅ = ⋅ 
 
∑                         (1.15) 

2. 准备工作 

非线性扩散方程，其中一自相似解 ( ),
1
xv u

t
 
 

+ 
满足 

( )
0,

, , 0
t x

x

v u
p v u x tα
− =

 = − ∈ > �
                            (2.1) 

命题 2.1 (参考[24])对于上述该自相似解，当 x → ±∞时，有 ( ),v t v±±∞ = ，让
1
x

t
ζ =

+
，则有以下性

质： 

( ) ( ) 2

0 0
1) e ,v v v v C v v µζ

ζ ζ
ζ ζ −

− + + −> <
− + − ≤ −                    (2.2) 

( )
2

2
122) 1 e , 1, , 0,

r l
r l t
x tv C v v t r l r l

µζ+ −− +
+ −∂ ∂ ≤ − + + ≥ ≥                (2.3) 

( )
2

2 1
123) 1 e , , 0.

r l
r l t
x tu C v v t r l

µζ+ + −− +
+ −∂ ∂ ≤ − + ≥                      (2.4) 

其中 C 是大于 0 的常数， ,r l 是正整数，该引理在下面第三部分的证明中起了一定的作用。 

3. 定理 1.1 的证明 

为了证明定理 1.1，我们首先构造扰动方程 
令 

( ) ( ) ( ) ( )0, , , , ,x t v x t v x x t m x tφ = − + −  
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( ) ( ) ( ) ( )0 ˆ, , , , ,x t u x t u x x t u x tψ = − + −  

( ) ( ), , ,x t x tω ω=  

其中 

( )

( )

( ) ( )

0

0

ˆ e , d ,

d 1,

, , e ,

x
t

t

t

u u m t

m x x

u um x t m x t

α

α

η η

α

−
−

−∞

∞

−∞

−+ −

≡ +

=

−
≡ −

−

∫

∫  

我们得到以下扰动方程 

( ) ( )
( ) ( )

0

0

4 ,

t x

t tx

x
t r

x

p v m p v u

A v
v v

v

φ ψ

ψ φ αψ

ω
ω µ ω

− =


+ + + − + + =   


  = − 
 

                       (3.1) 

初值满足 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0 00

0 0 0 0 0 0 0

, , , , , , ,

ˆ, ,
t

t x t x t x x x x

v t v t m t u t u t u t x

φ ψ ω φ ψ ω

ω
=
=

= − − − −
         (3.2) 

我们令 

( ) ( ), , d ,
x

y x t tφ η η
−∞

= ∫  

注意到 

( ) ( ) ( ), , d 0 , ,y t t y tφ η η
∞

−∞

∞ = = = −∞∫  

那么根据(3.1)1，可以得到 

,xy φ=                                      (3.3) 

( ) ( ), d , d ,
x x

t t xy t tφ η η ψ η η ψ
−∞ −∞

= = =∫ ∫                          (3.4) 

则扰动方程(3.1)转换为以下形式 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1 0,

4 ,

tt x t xtx

x x
t r x x

x x

y p y v m p v y p v

A y v m
y v m y v m

y v m

α
α

ω
ω µ ω

  + + + − + − = 

  + + = − + + + +  + + 

                (3.5) 

初值为 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 1, ,0 , , ,0 ,ty x y x x y x yω ω= =                         (3.6) 

由于定理 1.1 的条件以及(3.2)知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2,0 , ,0 , ,0 ,ty x H y x H x Hω∈ ∈ ∈� � �                    (3.7) 
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通过以上分析，我们知道，只要证明问题(3.5)~(3.6)的解的整体存在性，即可证明问题(1.1)~(1.2)的
解的整体存在性，因此问题转化为如何证明(3.5)~(3.6)解的整体存在性并得到相应的衰减估计。 

定义初值问题(3.5)~(3.6)的解空间如下： 

( ) ( ){ ( ) ( ) ( )}3 2 2 1 2 20, 0, ; , 0, ; 0, ; , 0, ;xX T y L T H L T H L T H y L T Hω∞ ∞= ∈ ∈ ∩ ∈  

定理 3.1 (整体存在性)设初值满足(3.7)，则存在与 ,u v± ± 无关的δ�，使得当 

0u u v v N δ+ − + −− + − + ≤ �                               (3.8) 

时，初值问题(3.5)~(3.6)的解 ( ),y ω 在 [ ]0,X ∞ 中全局存在且唯一。 
根据偏微分方程的经典理论，初值问题(3.5)~(3.6)的解局部存在且唯一。 

定理 3.2 (局部存在性)假设 ( ) 3 2
0 0,y H Hω ∈ × ，且 0

0 2
N

ε
≤ ，则存在正常数 0T ，其中 

12 20 0 0 1 ,HH HN y yω= + +                             (3.9) 

使得问题(3.5)~(3.6)在 [ ]00,T 上有唯一解 ( ) ( )0, 0,y X Tω ∈ ，且满足 

( ) ( ) ( )( )2 12

22 2
1 0 0, , 0 ,tH HH

y C y yω ω≤ +                       (3.10) 

为了研究解的全局存在性和解的大时间渐近行为，我们只需要证明解的一致先验估计。为此，我们

做如下先验假设： 
先验假设 3.1 对于时间 0T > ，设 ( ),y ω 是问题(3.5)~(3.6)问题的解，并且满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 22 2 2 2

0 0 0
: 1 , 1 , 1 , ,k k kk k k

t x
k k k

N T k y t k y t k t Cω ε
= = =

= + ∂ ⋅ + + ∂ ⋅ + + ∂ ⋅ ≤∑ ∑ ∑      (3.11) 

其中 C 是大于 0 的常数， ε 是依赖于初值和波的强度的某个充分小的正常数。 
根据先验假设 3.1 以及 Sobolev 引理，有 

( )

( )

2 2

2 2

1 1 1
2 2 4

1 1 3
2 2 4

1 ,

1 ,

xL L L

x x xxL L L

y C y y C t

y C y y C t

δ

δ

∞

∞

−

−

≤ ≤ +

≤ ≤ +

                        (3.12) 

同样地， 

( ) ( )
1 3
4 41 , 1 .xL LC t C tω δ ω δ∞ ∞

− −≤ + ≤ +  

在先验假设 3.1 下，可证明如下先验估计： 
定理 3.3 (先验估计)设 ( ) ( ), 0,y X Tω ∈ 是初值问题(3.5)~(3.6)的解，则存在与 ,u v± ± 无关的 2δ ，使得

0 2u u v v N δ+ − + −− + − + ≤ 时，下面估计对 [ ]0,t T∈ 成立 

( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 22 2 2

2 00
d .

t
x t xH H HN t y y t C Nω δ+ + + ≤ +∫                   (3.13) 

其中 ( ) ( ) 12, t HH
N t y yω= + 。 
下面我们将通过对 ( ),y ω 进行低阶、高阶以及时间衰减估计来证明(3.13)式。 
证明过程由下面几个引理构成。 
引理 3.1 设 ( ) ( ), 0,y X Tω ∈ 是初值问题(3.5)~(3.6)的解，那么有以下估计 

( )( ) ( )2 2 2 2 2 2
0

0

, d d d ,
T

x t t xy y y x T x y y x t CN
∞ ∞

−∞ −∞

+ + + + ≤∫ ∫ ∫                   (3.14) 
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证明： 
在(3.5)1两端同时乘以 y，并在 [ ]0,T R× 上进行积分，得到 

( ) ( ) ( )

2
2

0 0
0

0 0

d d d d
2

1d d d d 0

T
T T

t t

T T

x x x t

y x yy x y x t

y p y v m p v x t y p v x t

α

α

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

+ −

 − + + − + = 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
               (3.15) 

由于 0p′ < ，当δ 足够小时，利用 Cauchy-Schwarz 不等式，由上式可得 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2

0 0

, d d d 1 , d d d
T T

x t ty x T x y x t O y x T x y x tδ
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

 
+ = + + 

 
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫              (3.16) 

在(3.5)1两端同时乘以 ty ，并在 [ ]0,T R× 进行积分，得到 

( ) ( ) ( )2 2
0

0 0 0

1 1d d d d d d d 0.
2

T T T
T

t t xt x txty x y x t y p y v m p v x t p v y x tα
α

∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

 + − + + − − = ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫     (3.17) 

令 

( ) ( )( ) ( )( )
0

, , , d ,
xy

q x t p v x t p v x tη η ≡ − + − ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
0

d ,
xy

t xt x tq y p y v p v p v p v vη η′ ′ − ≡ + − + + −    ∫  

由于 0p′ < ，则存在 1 2, 0C C >� � ，使得 

( ) ( )2 2
2 1x xC y q C y≤ ≤� �  

从而 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

0

0
0 0

2
0

0

2 2 2
1 2

0

d d

d d d d

d 1 d d

, d ,0 d 1 d d ,

x

T

xt x

yT
T

t

T
T

x t

T

x x x

y p y v p v x t

q x p v p v v x t

q x O y v x t

C y x T x C y x x O y x t

η η

δ

∞

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

 − + − 

′ ′= + + −  

= +

≤ − +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫� �

                 (3.18) 

根据(3.13)，(3.17)满足 

( )( ) ( ) ( )2 2 2 2 2

0 0

, d d d 1 1 d d ,
T T

x t t xy y x T x y x t O O y x tδ δ
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

+ + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫               (3.19) 

则结合等式(3.16)得到基本估计 

( )( ) ( )2 2 2 2 2 2
0

0

, d d d ,
T

x t t xy y y x T x y y x t CN
∞ ∞

−∞ −∞

+ + + + ≤∫ ∫ ∫                   (3.20) 
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引理 3.2 设 ( ) ( ), 0,y X Tω ∈ 是初值问题(3.5)~(3.6)的解，那么有以下估计 

( )2 2 2 2
0

0 0

, d d d d d d ,
T T

xx T x x t x t C xω ω ω ω
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

+ + ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫                    (3.21) 

证明： 
将方程(3.5)2乘上 ( ),x tω ，得到 

( ) ( )( ) 24 ,x x
t r x x

x x

A y v m
y v m y v m

y v m
ω

ωω ω µ ω
 + +

= − + + + +  + + 
              (3.22) 

将(3.22)关于 ( ),t x 在 [ ]0,T R× 上积分，我们得到 

( ) ( )

( )( )

2 2

0

2 2
0

0

1 , d d d
2

14 d d d ,
2

T
x

x
x

T

r x x

A y v m
x T x x t

y v m

y v m y v m x t x

ω ω

µ ω ω

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

+ +
+

+ +

+ + + + + =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
                  (3.23) 

根据先验假设(3.10)以及引理 2.1，存在一个大于 0 的常数 M ′，使得 

1 ,xv y v m M
M

′≤ = + + ≤
′

 

那么在方程(3.23)中，我们有 

( ) 2 2

0 0

d d d d ,
T T

x
x x

x

A y v m
x t C x t

y v m
ω ω

∞ ∞

−∞ −∞

+ +
≥

+ +∫ ∫ ∫ ∫                        (3.24) 

( )( ) 2 2

0 0

4 d d d d ,
T T

r x xy v m y v m x t C x tµ ω ω
∞ ∞

−∞ −∞

+ + + + ≥∫ ∫ ∫ ∫                  (3.25) 

根据(3.24)、(3.25)，并结合(3.23)，整理得到 

( )2 2 2 2
0

0 0

, d d d d d d ,
T T

x
R

x T x x t x t C xω ω ω ω
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

+ + ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫                   (3.26) 

则有 

( )2 2 2 2
0

0 0

, d d d d d ,
T T

xx T x x t x t CNω ω ω
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

+ + ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫                     (3.27) 

现在我们来证明 xω 的高阶估计。 
引理 3.3 设 ( ) ( ), 0,y X Tω ∈ 是初值问题(3.5)~(3.6)的解，那么有以下估计 

( )2 2 2 2
0

0 0

, d d d d d d ,
T T

x x xx xx T x x t x t C xω ω ω ω
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

+ + ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫                   (3.28) 

证明： 
将方程(3.5)2对 x 求导，再乘上 xω  

( ) ( )( )4 ,x x
x xt x x r x x x

x xx

A y v m
y v m y v m

y v m
ω

ω ω ω ω µ ω
 + +

 = − + + + +   + + 
          (3.29) 
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将(3.29)关于 ( ),t x 在 [ ]0,T R× 上积分得到，有 

( ) ( )

( )( )

2

0

2
0

0

1 , d d d
2

14 d d d ,
2

T
x

x xx x
x x

T

x r x x xx

A y v m
x T x x t

y v m

y v m y v m x t x

ω ω ω

ω µ ω ω

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

 + +
− +  + + 

 + + + + + = 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
               (3.30) 

其中 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

0

2

0

2
0

2

0

2

d d

d d

d d

d d

T
x

xx x
x x

T
x x

x xx xx
x xx

T
xx x x x xx x x x

x xx
x x

T
x

xx
x

xx

A y v m
x t

y v m

A y v m A y v m
x t

y v m y v m

y v m A y v m y v m A y v m
x t

y v m y v m

A y v m
x t

y v m

C

ω ω

ω ω ω

ω ω

ω

ω

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

−∞

 + +
 + + 

 + + + +
= + + + + + 

 ′+ + + + + + + +
 = −

+ + + + 
+ +

+
+ +

≥

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( )2 2

0 0 0

d d d d d d ,
T T T

xx xx t C x t C x tε δ ω ε δ ω
∞ ∞ ∞

−∞ −∞

− + − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

       (3.31) 

并且 

( )( )

( )

( ) ( )( )

( )

0

0

2

0

2 2

0 0

4 d d

4 d d

d d

d d d d ,

T

x r x x x

T

x r x x

T

r x x r x xx x x x

T T

x

y v m y v m x t

y v m x t

C y v m y v m y v m x t

C x t C x t

ω µ ω

ω µ ω

µ ω µ ωω

ε δ ω ω

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

 + + + + 

 ≥ + + 

′≥ + + + + + + +

≥ + +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

            (3.32) 

把(3.31)、(3.32)，代入(3.30)，取 ,ε δ 适当小，可得 

( ) ( )2 2 2 2 2
0

0 0

, d d d d d d d d d ,
T T

x x xx xx T x x t x t C x t C x tω ω ω ω ε δ ω
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞ −∞

+ + ≤ − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫          (3.33) 

应用柯西不等式，并利用(3.21)有 

( )2 2 2 2 2
0 0

0 0

, d d d d d d d ,
T T

x x xx xx T x x t x t C x xω ω ω ω ω
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞ −∞

+ + ≤ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫               (3.34) 

由初值条件以及引理 3.2 则有 

( )2 2 2 2
0

0 0

, d d d d d ,
T T

x x xxx T x x t x t CNω ω ω
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

+ + ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫                      (3.35) 

引理 3.4 设 ( ) ( ), 0,y X Tω ∈ 是初值问题(3.5)~(3.6)的解，那么有以下估计 
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( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

0 0

, d , d , d d d d d ,
T T

x xt xx xt xxy x T x y x T x y x T x y x t y x t Cδ
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞ −∞

+ + + + ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫          (3.36) 

证明： 
对(3.5)1有关 x 求导，同时乘以 xy 得到 

( ) ( ) ( )1 0xtt x x x x xt xxxtxx
y y p y v m p v y y y p v yα

α
 + + + − + − =   

并在 [ ]0,T R× 上进行积分，得到 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0

0 0

2 2

0

d d d d d

1, d ,0 d d d 0,
2 2

T T
T

xt x xt x xxx

T

x x xxxt

y y x y x t p y v m p v y x t

y x T x y x x p v y x tα α
α

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

 − + + + − 

+ − − =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
              (3.37) 

其中 

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

0

0 0

0 0

0 0

2

0

d d

d d d d

d d d d

d d d d

d d ,

T

x xxx

T T

x xx xxxx

T T

x xx x x xx xxx

T T

xx x x xx xxx

T

xx

p y v m p v y x t

p y v m y x t p v y x t

p y v m y v m y x t p v y x t

C y v m y x t p v y x t

C y x t

∞

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞

−∞

 + + − 

= − + + +

′= − + + + + +

≥ + + +

≥

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

              (3.38) 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0

0
0

2
0

0

2
0

0

1 d d

1 1d d d

d d d

d d d ,

T

xxxt

T
T

xt xtxx xx

T
T

xt x xx xtxx

T
T

xt xtxx

p v y x t

p v y x p v y x t

C p v y x C p v v p v v y x t

C p v y x C y x t

α

α α

∞

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

−

= − +

 ′′ ′≥ + + 

≥ +

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

                (3.39) 

同样地对(3.5)1有关 x 求导并乘以 xty ，在 [ ]0,T R× 上进行积分，得到 

( ) ( ) ( )

( )

2
0

0

2

0 0

1 , d d d
2

1d d d d 0,

T
T

xt x xtxx

T T

xt xtxxt

y x t x p y v m p v y x t

y x t p v y x tα
α

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

 + + + − 

+ − =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
                 (3.40) 

其中 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.114244


高倩 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.114244 2326 应用数学进展 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

0 0

0 0

2
0

0 0

2 2
0

0

d d

d d d d

d d d d

d d d d d

d d

T

x xtxx

T T

x xt xtxxxx

T T

xx x x xxt xtxx

T T
T

xx xx xx xt xtxx

T
xx xt

p y v m p v y x t

p y v m y x t p v y x t

C y v m y x t p v y x t

C y x v m y x t p v y x t

C y x C y x

∞

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

 + + − 

= + + −

≥ + + −

≥ − + −

≥ +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ d ,
T

t∫

                 (3.41) 

( ) 2

0 0

1 d d d d ,
T T

xt xtxxtp v y x t C y x t
α

∞ ∞

−∞ −∞

− ≥∫ ∫ ∫ ∫                          (3.42) 

将(3.38)~(3.39)代入(3.37)，同样地将(3.41)~(3.42)代入(3.40)，结合得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

0

, d , d d d ,0 d ,0 d ,0 d ,
T

xt xx xt xt xx xy x T x y x T x y x t y x x y x x y x x
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞

+ + ≤ + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫     (3.43) 

则得到以下了基本衰减估计： 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
0

0 0

, d , d , d d d d d ,
T T

x xt xx xt xxy x T x y x T x y x T x y x t y x t CN
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞ −∞

+ + + + ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫          (3.44) 

接下来，我们进行有关时间衰减估计的证明。 
引理 3.5 设 ( ) ( ), 0,y X Tω ∈ 是初值问题(3.5)~(3.6)的解，那么有以下估计 

( ) ( )( )2 2 21 , d ,x tT y y x T x Cδ
∞

−∞

+ + ≤∫                            (3.45) 

证明： 
在(3.5)1两端同时乘以 ( )1 tt y+ ，并在 [ ]0,T R× 上进行积分，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0 0 0

1 d d 1 d d 1 d d 1 d d
T T T T

t tt t x t tx
t y y x t t y p v y x t t y x t F t y x tα

∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

′+ + + + + = +  ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫     (3.46) 

这里 

( ) ( ) ( ) ( )1
x xxt x x

F p v p v y p y v m p v
α

′  = + − + + −      

将(3.46)整合得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

0

2 2

0 0

2

0

1 11 , d 1 , d 1 d d
2 2

1d d d 1 d d
2

1 d d ,

T

t x t

T T

x x t t

T

t

T y x T x T p v y x T x t y x t

tp v y x t p v y v x t y F x t

C t y F x t

α

α α

δ α

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞

−∞

′+ + + + +

+′ ′′= − + + +

≤ + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

          (3.47) 

其中 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

1 d d 1 d d 1 d d ,
T T T

t t t x xxt x
t y F x t t y p v x t t y p y v m p v p v y x tα α

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

′ + = + − + + + − − ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (3.48) 

在上式中 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

0

0

0 0

21 1
21 12 2

0 0

2 2

0

1 d d

1 d d

1 d d 1 d d

1 e d d 1 e d d

1 d ,

T

t xt

T

t xt t x

T T

t xt t t x

T T
t t

t t

T

t

t y p v x t

t y p v v p v v v x t

t y p v v x t t y p v v v x t

C t y x t C t y x t

C t y t C

µζ µζ

δ δ

δ δ

∞

−∞

∞

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞− −− −+ +

−∞ −∞

+

′ ′′= + +  

′ ′′= + + +

≤ + + +

≤ + +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

                (3.49) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0

2

0

2

0 0 0

22

0 0

1 d d

1 1 d d

1 d d 1 d d 1 d d

1 d d 1 d d

1

T

t x x x

T

t x
x

T T T

t x t x t x
x

T T

t xt x

t

t y p y v m p v p v y x t

t y p v m o y m x t

t y p v v m x t t y p v m x t C t y y m x t

C t y m x t C t y y m x t

C t y

α

α

α α

∞

−∞

∞

−∞

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

′ + + + − − 

 ′= + + + 

 ′′ ′= + + + + + + 

≤ + + + +

≤ +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

2 2

0 0

d d d ,
T T

xtt C y x t
∞

−∞

+∫ ∫ ∫

    (3.50) 

同样地将(3.48)~(3.50)代入(3.47)，则得到以下了基本衰减估计： 

( ) ( )( )2 2 2
01 , d ,x tT y y x T x CN

∞

−∞

+ + ≤∫                           (3.51) 

引理 3.6 设 ( ) ( ), 0,y X Tω ∈ 是初值问题(3.5)~(3.6)的解，那么有以下估计 

( ) ( ) ( )2 2 2
0

0

1 , d 1 d d d ,
T

x xT x t x t x t C xω ω ω
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

+ + + ≤∫ ∫ ∫ ∫                    (3.52) 

证明： 
对方程(3.5)2两边同时乘以 ( )1 t ω+ ，并在 [ ]0,T R× 上积分，得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2
2

0

2 2 2
0

0 0

1 , d 1 d d

1 14 1 d d d d d ,
2 2

T
x x

x
T T

r x x

A y v m
T x T x t x t

y v m

t y v m y v m x t x x t

ω
ω

µ ω ω ω

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

+ +
+ + +

+ +

+ + + + + + = +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
          (3.53) 

由于 xy v m+ + 有正下界，且 ( ) ( ), rA v vµ 为大于 0 的光滑函数，所以有 

( ) ( ) ( )
2

2

0 0

1 d d 1 d d ,
T T

x x
x

x

A y v m
t x t C t x t

y v m
ω

ω
∞ ∞

−∞ −∞

+ +
+ ≥ +

+ +∫ ∫ ∫ ∫                   (3.54) 
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( ) ( )( ) ( )2 2

0 0

4 1 d d 1 d d ,
T T

r x xt y v m y v m x t C t x tµ ω ω
∞ ∞

−∞ −∞

+ + + + + ≥ +∫ ∫ ∫ ∫              (3.55) 

把(3.54)、(3.55)，代入至(3.53)，整理得到 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
0

0 0 0

1 , d 1 d d 1 d d d d d ,
T T T

xT x T x t x t t x t C x C x tω ω ω ω ω
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞ −∞

+ + + + + ≤ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫      (3.56) 

由初值条件及引理 3.2 得到 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0

0 0

1 , d 1 d d 1 d d d ,
T T

xT x T x t x t t x t C xω ω ω ω
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

+ + + + + ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫            (3.57) 

引理 3.7 设 ( ) ( ), 0,y X Tω ∈ 是初值问题(3.5)~(3.6)的解，那么有以下估计 

( ) ( ) ( )2 2 2
0

0

1 , d 1 d d d .
T

x xx xT x T x t x t C xω ω ω
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

+ + + ≤∫ ∫ ∫ ∫                   (3.58) 

证明： 
将方程(3.5)2对 x 求导，两边同时再乘以 ( )1 xt ω+ ，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 4 1 ,x x
x xt x x r x x x

x xx

A y v m
t t t y v m y v m

y v m
ω

ω ω ω ω µ ω
 + +

 + = + − + + + + +   + + 
   (3.59) 

将(3.59)关于 ( ),t x 在 [ ]0,T R× 上分部积分，得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2

0

0

2 2
0

0

1 1 , d 1 d d
2

4 1 d d

1 1d d d ,
2 2

T
x x

x xx
x x

T

x r x x x

T

x x

A y v m
T x T x t x t

y v m

t y v m y v m x t

x x t

ω
ω ω

ω µ ω

ω ω

∞ ∞

−∞ −∞

∞

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

 + +
+ + +  + + 

 + + + + + + 

= +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

              (3.60) 

其中 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0

2

0

2

0 0

1 d d

1 1 d d

1 d d 1 d d

1

T
x

xx x
x x

T
x x

xx x xx
x x x

T T
x xx x x x

xx x xx
x xR

xx x

A y v m
t x t

y v m

A y v m A y v m
t t x t

y v m y v m

A y v m y v m A y v m
t x t t x t

y v m y v m

y v
t

ω ω

ω ω ω

ω ω ω

∞

−∞

∞

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

 + +
+  + + 

   + + + +
= + + +   + + + +   

′ + + + + + +
= + + + + + + + 

+ +
− +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0

2 2 2

0 0 0

2 2

0 0

d d

1 d d 1 d d 1 d d ,

1 d d 1 d d .

T
x x

x xx
x

T T T

xx x xx

T T

xx x

m A y v m
x t

y v m

C t x t C t x t C t x t

C t x t C t x t

ω ω

ω ε δ ω ε δ ω

δ ω ε δ ω

∞

−∞

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

+ +

+ +

≥ + − + + − + +

≥ + − + +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

     (3.61) 
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并且 

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0

0

2

0 0

2 2 2

0 0 0

2

4 1 d d

4 1 d d

1 d d 1 d d

1 d d 1 d d d d

1

T

x r x x x

T

x r x x

T T

r x x xx x x r x x

T T T

x x

x

t y v m y v m x t

t y v m x t

C t y v m x t t y v m y v m x t

C t x t C t x t C x t

C t

ω µ ω

ω µ ω

µ ω µ ωω

ω ε δ ω ω

δ ω

∞

−∞

∞

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞

−∞

 + + + + + 

 ≥ + + + 

′≥ + + + + + + + + +

≥ + − + + −

≥ +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2

0 0

d d d d ,
T T

x t C x tω
∞

−∞

−∫ ∫ ∫ ∫

       (3.62) 

把(3.61)、(3.62)，代入至(3.60)，整理得到 

( ) ( ) ( )

( )

2 2

0

2 2
0

0

1 , d 1 d d

d 1 d d ,

T

x xx

T

x x

T x T x t x t

C x C t x t

ω ω

ω ω

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

+ + +

≤ + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
                         (3.63) 

结合公式(3.28)和(3.41)，我们有 

( ) ( ) ( )2 2 2
0

0

1 , d 1 d d ,
T

x xxT x T x t x t CNω ω
∞ ∞

−∞ −∞

+ + + ≤∫ ∫ ∫                       (3.64) 

引理 3.8 设 ( ) ( ), 0,y X Tω ∈ 是初值问题(3.5)~(3.6)的解，那么有以下估计 

( ) ( ) ( )2 22 2 2
0

0

1 , d 1 d d d .
T

xx xxx xxT x T x t x t C xω ω ω
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

+ + + ≤∫ ∫ ∫ ∫                   (3.65) 

证明： 
将方程(3.5)2对 x 求二次导，再乘上 ( )21 xxt ω+ ，则有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2 2

2

1 1

4 1 ,

x x
xx xxt xx

x xxx

xx r x x xx

A y v m
t t

y v m

t y v m y v m

ω
ω ω ω

ω µ ω

 + +
+ = +  + + 

 − + + + + + 

              (3.66) 

将(3.66)对 ( ),t x 在 [ ]0,T R× 上积分得到，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( )

2 22

0

2

0

2 2
0

0

1 1 , d 1 d d
2

4 1 d d

1 d 1 d d ,
2

T
x x

xx xxx
x xx

T

xx r x x xx

T

xx xx

A y v m
T x T x t x t

y v m

t y v m y v m x t

x t x t

ω
ω ω

ω µ ω

ω ω

∞ ∞

−∞ −∞

∞

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

 + +
+ + +  + + 

 + + + + + + 

= + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

             (3.67) 

其中 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0

2

0

2 2

0

1 d d

1 2 d d

1 d d 2

T
x x

xxx
x xx

T
x x x

xxx xxx xx x
x x xx xx

T
x x

xxx
x x x

A y v m
t x t

y v m

A y v m A y v m A y v m
t x t

y v m y v m y v m

A y v m A y v m
t x t

y v m y v m

ω
ω

ω ω ω ω

ω

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞ −∞

 + +
+  + + 

    + + + + + +
= + + +       + + + + + +     

 + + + +
= + +   + + + + 

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0

2

0

2 2 22

0 0 0

1 d d

1 d d

1 d d 1 d d 1 d d ,

T

xx xxx

T
x

x xxx
x xx

T T T

xxx xx xxx x xxx

t x t

A y v m
t x t

y v m

C t x t t x t t x t

ω ω

ω ω

ω ω ω ω ω

∞

∞

−∞

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

+

 + +
+ +  + + 

≥ + + + + +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

   (3.68) 

并且 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0

2

0

2

0

2 2 22

0 0 0

4 1 d d

1 d d

1 2 d d

1 d d 1 d d 1 d d ,

T

xx r x x xx

T

xx r x xx

T

xx x x x x xxxx x

T T T

xx x xx xx

t y v m y v m x t

C t v y v m x t

C t y v m y v m y v m x t

C t x t C t x t C t x t

ω µ ω

ω µ ω

ω ω ω ω

ω ω ω ωω

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

 + + + + + 

 ≥ + + + 

 ≥ + + + + + + + + + 

≥ + + + + +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

        (3.69) 

则将上式整理，得到 

( ) ( ) ( )2 22 2 2
0

0

1 1 , d 1 d d d ,
2

T

xx xxx xxT x T x C t x t C x Hω ω ω
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

+ + + ≤ +∫ ∫ ∫ ∫               (3.70) 

其中 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 22

0 0

2 2

0 0

2 2 2 2 2

0 0 0 0

2 2 2

0

1 d d 1 d d

1 d d 1 d d

1 d d 1 d d d d d d

1 d d ,

T T

x xx

T T

xx xxx x xxx

T T T T

xxx xx x

T

xxx

H C t x t C t x t

t x t t x t

C t x t C t x t C x t C x t

C t x t C

ω ωω

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω δ

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

∞

−∞

= − + − +

− + − +

′≤ + + + + +

′≤ + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

        (3.71) 

根据先验估计以及上述引理，有 

( ) ( ) ( )2 22 2 2

0

1 , d 1 d d .
T

xx xxxT x T x t x t Cω ω ε
∞ ∞

−∞ −∞

+ + + ≤∫ ∫ ∫                     (3.72) 

下面我们开始定理 3.1 的证明。 

令
( )( )1 1 2

min ,
2 1 2 1 2 1C C C

ε εδ
 =  

+ + +  

， 
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则在定理 1.1 条件下， ( ) 0

2 2
N t

εεδ≤ ≤ ≤ 。 

由局部存在性定理 3.2，在 [ ]00,T 上，令 ( ) ( ) 12, t HH
N t y yω= + ，问题(3.5)~(3.6)的解存在，且满足 

( ) 1 0 1
1

, ,
2 1

N t C N C
C
εδ ε≤ ≤ ≤ <
+

                       (3.73) 

从而满足先验假设 3.1，由先验估计定理 2.2 知，在 [ ]00,T 上， 

( ) 2 0 2 0
1

,
2 1

N t C N C
C
εδ ε ε≤ ≤ ≤ < <
+

                      (3.74) 

特别地，上式对 0T T= 也成立。以 0T T= 为初始，局部存在性定理，可延拓到 [ ]0 0, 2T T ，依次进行下去，

可以将解延拓到T = +∞。 
根据引理 3.1 至引理 3.8 我们已经证明先验估计(3.13)成立，由解的局部存在性定理和先验估计(3.13)，

我们通过以上可以证明(3.5)~(3.6)的解整体存在，进一步证明了(3.1)~(3.2)的解整体存在，并满足如下估

计： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1
2ˆ , , , 1 1 ,

L L L
u u u t v v m t t O tω δ −− − ⋅ + − − ⋅ + ⋅ = +             (3.75) 

对于衰减估计(3.49)，我们也可以推广到更高阶导数，如此我们有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2ˆ , , , 1 1 , 1,2
k

k k k
x x xL L L

u u u t v v m t t O t kω δ −∂ − − ⋅ + ∂ − − ⋅ + ∂ ⋅ = + =      (3.76) 

基于上式，从 Sobolev 引理得到逐点估计 

[ ]
( ) ( ) ( )

1
4

0,
ˆsup 1 1 .L L L

t T
u u u v v m O tω δ∞ ∞ ∞

−

∈
− − + − − + = +                (3.77) 

从而定理 1.1 得到证明。 
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Département de Mathématique, Orsay.  
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