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摘 要

本文在经典的 M/M/1 排队系统模型中增加了反馈、不耐烦顾客、可修影响因素，构建出一个新
的模型。利用模型中各个状态转移之间的关系列出其稳态方程，通过对其进行求解，从而得出系

统处于各个状态下的概率以及平均队长、平均等待时间等排队指标。
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Abstract

In this paper, feedback, impatient customers, and repairable factors are added to
the classic M/M/1 queuing system model, and a new model is constructed. The
relationship between various state transitions in the model is used to list its steady
state equation. By solving it, the probability of the system being in each state and
the queuing indicators such as average queue length and average waiting time can be
obtaine.
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1. 引言

就目前在排队系统研究的现状而言，在各个经典的排队服务系统中增加其它影响因素成为众

多学者们研究的主要方向. S.K.Samanta1 [1] 研究了具有无限等待空间的单服务器排队系统，系统
中在连续时间批处理马尔可夫流程下以随机大小批量批服务，再通过马尔可夫更新理论确定随机

纪元的系统长度. 最后给出不同到达时间分布下的一些数值结果来验证系统性能测量和分析结果
的准确性. Bouchentouf [2] 及其合作者考虑了无限容量批到达单服务器的 Markovian Bernoulli 反
馈排队系统，利用概率母函数进行分析，派生各种排队系统特征. 还开发了排队系统的成本模型.
研究意义重大. Qi [3] 及其研究者们研究了一种与不耐烦的顾客相关的状态批量匹配排队系统，利
用联合概率的尾部渐近并使用矩阵分析的方法推导出其精确的尾部渐近结果. Yacov Satin [4] 及
其合作者们研究了一类具有不耐烦顾客的非平稳马尔可夫队列中单个客户的概率特征. 该文在存
在稳态解和存在相应正向柯尔莫哥洛夫系统的周期解的情况下，开发出一种计算系统特征的方法.
Swathi Ch [5] 及其合作者们考虑了 M/M/1 队列系统中顾客会为不靠谱的服务器而背弃, 并且对单
个或多个休假模型在服务器不同状态时进行了详细的分析，得出稳态率以及绩效度量的封闭表达

式. Zhou [6] 研究了经典的 N-策略 M/M/1 多重工作休假排队，利用矩阵方法求得模型平稳队长
分布以及平稳状态时服务台具体处于第几次工作休假的概率. Li [7] 研究了带有启动时间、服务台
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可故障的 M/M/1/N 单重工作休假排队系统，通过建立有限状态拟生灭过程，使用矩阵几何方法
得到的各稳态概率相互依赖的率阵, 从而求得稳态概率向量，并且求出了系统的基本阵和协方差矩
阵, 求解出系统方差、系统稳态可用度、系统吞吐率、系统稳态队长、系统稳态故障频度等系统性
能，为模型的实际应用提供了很好的理论依据. Li、Yue 等 [8] 研究了具有不耐烦顾客的 M/M/1
休假排队系统，建立水平相依的拟生灭过程模型，通过利用 BrightTaylor 算法得到系统的稳态概
率解以及其他重要指标. 虽然学者们在不同的排队模型中加入反馈或者不耐烦等影响因素，但目前
尚未有学者将反馈、不耐烦顾客、可修等影响因素同时在一个 M/M/1 排队系统模型中进行考虑，
研究这些因素对该排队系统产生的影响. 而本文将这些影响因素同时添入经典的 M/M/1 排队系统
中构建出一个新的模型, 通过给出其稳态方程求出其母函数，并求出系统处于各个状态下的概率以
及平均等待队长、平均等待时间等排队指标.

2. 模型描述

设顾客到达过程 {X(t), t ≥ 0} 为参数是 λ 的泊松过程，即到达间隔时间序列 {Jk, k ≥ 0} 为
i.i.d 随机变量序列，且 J1 ∼ Γ(1, λ).

系统只有一个服务台，每次只服务一位顾客，服务规则 FCFS，服务过程独立，服务时间为

B，B ∼ Γ(1, µ)，即顾客的服务时间序列 {Bk, k ≥ 1} 为 i.i.d 随机变量序列，且 B1 ∼ Γ(1, µ). 其
中 µ < λ.

在服务过程中，服务台可能会发生故障，由于发生故障后不能及时维修，假定发生故障的时

间 T1 ∼ Γ(1, γ1)，服务台维修时间 T2 ∼ Γ(1, γ2). 在服务台发生故障及维修期间，服务台暂停服
务，顾客需进行等待. 在等待过程中，部分顾客产生不耐烦情绪，在等待时间 T3 后仍未进入服务，

顾客选择离开，不再回来. 假设顾客从进入系统到离开的时间 T3 ∼ Γ(1, γ3).

假定每个服务完成后的顾客以概率 θ 返回到服务系统队尾排队等候下一次服务，以概率 1− θ

离开系统，记 θ̄ = 1− θ.

设 N(t) 表示时刻 t 系统中的顾客数，I(t) 表示服务台在时刻 t 的状态. I(t) 的定义如下：

I(t) =

0, t 时刻服务台处于故障状态;

1, t 时刻服务台处于正常状态.

则 {N(t), I(t), t ≥ 0} 构成一个二维连续时间的马尔可夫过程，状态空间为 Ω = {(n, 0), n ≥
0} ∪ {(n, 1), n ≥ 0}.

在已建立的模型的基础上，利用整个系统处于平衡状态且各个状态之间可以互相转移的特性，

对其进行如下进一步的研究.

3. 稳态方程

系统的稳态概率定义如下：

Pn1 = lim
t→∞

Pn1(t);
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Pn0 = lim
t→∞

Pn0(t).

其中,
Pn1(t) = P{N(t) = n, I(t) = 1}, n ≥ 0;

Pn0(t) = P{N(t) = n, I(t) = 0}, n ≥ 0.

则该系统的稳态方程为

γ1P01 = γ2P00; (1)

(λ+ γ1)P01 = γ2P00 + θ̄µP11; (2)

(λ+ γ2)P00 = γ1P01 + γ3P10; (3)

(λ+ µ+ γ1)P11 = λP01 + γ2P10 + θ̄µP21; (4)

(λ+ µ+ γ1)Pn1 = (λ+ θµ)Pn−1,1 + γ2Pn0 + θ̄µPn+1,1 n ≥ 2; (5)

(λ+ γ2 + γ3)Pn0 = λPn−1,0 + γ1Pn1 + γ3Pn+1,0 n ≥ 1. (6)

等式 (5) 与 (6) 两边同乘以 zn,(其中 |z| ≤ 1) 可得：

(λ+ µ+ γ1)z
nPn1 = (λ+ θµ)znPn−1,1 + γ2z

nPn0 + θ̄µznPn+1,1, (7)

(λ+ γ2 + γ3)z
nPn0 = λznPn−1,0 + γ1z

nPn1 + γ3z
nPn+1,0, n ≥ 1. (8)

等式 (7) 和 (8) 分别对 n 进行求和可得：

(λ+ µ+ γ1)

∞∑
n=2

znPn1 = z(λ+ θµ)

∞∑
n=2

zn−1Pn−1,1 + γ2

∞∑
n=2

znPn0 +
θ̄µ

z
zn+1Pn+1,1, n ≥ 2; (9)

(λ+ γ2 + γ3)
∞∑

n=1

znPn0 = zλ
∞∑

n=1

zn−1Pn−1,0 + γ1

∞∑
n=1

znPn1 +
γ3
z

∞∑
n=1

zn+1Pn+1,0, n ≥ 1. (10)

令

P1(z) =

∞∑
n=1

znPn1;

P0(z) =

∞∑
n=1

znPn0.

则 (9) 和 (10) 两式可化简为：

(λ+ µ+ γ1)(P1(z)− zP11) = z(λ+ θµ)P1(z) + γ2(P0(z)− zP10) +
θ̄µ

z
(P1(z)− zP11 + z2P21); (11)

(λ+ γ2 + γ3)P0(z) = zλ(P0(z) + P00) + γ1P1(z) +
γ3
z
(P0(z)− zP10). (12)
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再由 (1)-(4) 式将 (11),(12) 两式进一步化简可得：

[(1− z)λ+ (1− zθ − θ̄

z
)µ+ γ1]P1(z)− γ2P0(z) = (z − 1)λP01; (13)

[(1− z)λ+ (1− 1

z
)γ3 + γ2]P0(z)− γ1P1(z) = (z − 1)

λγ1
γ2

P01. (14)

由 (13) 与 (14) 两式可得：

P0(z) =
(z − 1)λγ1(1 +

1
γ2
[(1− z)λ+ (1− zθ − θ̄

z
)µ+ γ1])P01

[(1− z)λ+ (1− 1
z
)γ3 + γ2][(1− z)λ+ (1− zθ − θ̄

z
)µ+ γ1]− γ1γ2

P1(z) =
(z − 1)λ[(1− z)λ+ (1− 1

z
)γ3 + γ2 + γ1]P01

[(1− z)λ+ (1− 1
z
)γ3 + γ2][(1− z)λ+ (1− zθ − θ̄

z
)µ+ γ1]− γ1γ2

4. 主要结论

定理 1 (1) 系统处于正常工作状态的母函数为

P1(z) =
(z − 1)λ[(1− z)λ+ (1− 1

z
)γ3 + γ2 + γ1]P01

[(1− z)λ+ (1− 1
z
)γ3 + γ2][(1− z)λ+ (1− zθ − θ̄

zz
)µ+ γ1]− γ1γ2

(2) 系统处于故障状态的母函数为

P0(z) =
(z − 1)λγ1(1 +

1
γ2
[(1− z)λ+ (1− zθ − θ̄

z
)µ+ γ1])P01

[(1− z)λ+ (1− 1
z
)γ3 + γ2][(1− z)λ+ (1− zθ − θ̄

z
)µ+ γ1]− γ1γ2

(3) 系统的概率母函数

P (z) = P01 + P1(z) + P0(z)

= (
(1− zθ − θ̄

z
)µ[(1− z)λ(1− γ1

γ2
) + (1− 1

z
)γ3 + γ2] + (1− 1

z
)γ1γ3

[(1− z)λ+ (1− 1
z
)γ3 + γ2][(1− z)λ+ (1− zθ − θ̄

z
)µ+ γ1]− γ1γ2

+
(z − 1)λγ1[1 +

(1−z)λ
γ2

+ γ1

γ2
]

[(1− z)λ+ (1− 1
z
)γ3 + γ2][(1− z)λ+ (1− zθ − θ̄

z
)µ+ γ1]− γ1γ2

)P01

定理 2 (1) 系统处于正常工作状态的概率为

P1(1) = lim
z→1

P1(z) =
λ(γ2 + γ1)P01

(γ3 − λ)γ1 + γ2[(θ̄ − θ)µ− λ]
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(2) 系统处于故障状态的概率为

P0(1) = lim
z→1

P0(z) =
λγ1(1 +

γ1

γ2
)P01

(γ3 − λ)γ1 + γ2[(θ̄ − θ)µ− λ]

(3) 由正规条件 P01 + P1(1) + P0(1) = 1 可得，服务台处于闲期的概率

P01 =
(γ3 − λ)γ1 + γ2[(θ̄ − θ)µ− λ]

(θ̄ − θ)µγ2 + λγ1(1 +
γ1

γ2
) + γ1γ3

(4) 服务台处于忙期的概率为

1− P01 =
λγ1(2 +

γ1

γ2
) + λγ2

(θ̄ − θ)µγ2 + λγ1(1 +
γ1

γ2
) + γ1γ3

定理 3 系统中的平均队长为

E(N) =
d

d(z)
P (z) |z=1=

(θ̄ − θ)µγ2 + λγ1(1 +
γ1

γ2
) + γ1γ3

(γ3 − λ)γ1 + γ2[(θ̄ − θ)µ− λ]

定理 4 设 w 为系统平稳条件下 (即 λ
µ
< 1)，下一个顾客的等待时间，则平均等待时间

E(w) =
1

λ
·
(θ̄ − θ)µγ2 + λγ1(1 +

γ1

γ2
) + γ1γ3

(γ3 − λ)γ1 + γ2[(θ̄ − θ)µ− λ]

证：由模型知系统的到达率为 λ，再由定理 3 可知系统的平均队长

E(N) =
(θ̄ − θ)µγ2 + λγ1(1 +

γ1

γ2
) + γ1γ3

(γ3 − λ)γ1 + γ2[(θ̄ − θ)µ− λ]

利用利特尔 (Little) 公式 E(w) = E(N)
λ
可得

E(w) =
1

λ
·
(θ̄ − θ)µγ2 + λγ1(1 +

γ1

γ2
) + γ1γ3

(γ3 − λ)γ1 + γ2[(θ̄ − θ)µ− λ]

5. 小结

通过在经典的 M/M/1 排队系统模型中增加了反馈、不耐烦顾客、可修影响因素，构建出一个
新的模型并对其进行计算，我们可从结果中了解到模型假设中各个参数对于概率、平均队长和平

均等待时间的影响. 在需要排队的日常生活情形中，我们可以根据顾客的到达情况，同时考虑到服
务系统的服务率，以及照顾到在等待过程中顾客的不耐烦情绪等，设计出较为合理的服务速率以

及提高服务台的维修速率，进而达到更好地服务顾客和更充分利用资源的目的.
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另外，在其它排队模型中同时加入反馈、不耐烦顾客、可修系统影响因素进行研究，能否还

可以利用列出其稳态方程的方法求系统各个状态下的概率以及平均队长、平均等待时间等排队指

标是需要进一步考虑的问题.
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