
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2022, 11(1), 450-461 
Published Online January 2022 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2022.111053   

文章引用: 王爽, 王长佳. 一类各向异性非牛顿 Boussinesq 方程组弱解的存在性研究[J]. 应用数学进展, 2022, 11(1): 
450-461. DOI: 10.12677/aam.2022.111053 

 
 

一类各向异性非牛顿Boussinesq方程组弱解的

存在性研究 

王  爽，王长佳 

长春理工大学数学与统计学院，吉林 长春 
 
收稿日期：2021年12月26日；录用日期：2022年1月16日；发布日期：2022年1月28日 

 

 
 

摘  要 

本文拟在三维空间中讨论一类各向异性非牛顿Boussinesq方程组的初边值问题，通过结合使用Galerkin
方法、紧性方法与单调性方法证明了该问题弱解的存在性。 
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Abstract 
In this paper, the initial boundary value problem for a class of anisotropic non-Newtonian Boussi-
nesq equations is discussed in three-dimensional space. The existence of weak solutions of the 
problem is proved by using Galerkin method, compactness method and monotonicity method. 
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1. 引言 

在三维空间中考虑下述一类各向异性非牛顿 Boussinesq 方程组的初边值问题 
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其中 3RΩ ⊂ 为一边界足够光滑的有界区域， [ ]0,TQ T= Ω× ， [ ]0,T TΓ = ∂Ω× 。未知向量函数 ( )1 2 3, ,u u u u=

表示流体的速度， ( ),x tθ θ= 表示温度，π 表示压力， ( )1 2 3, ,f f f f= ， ( )g g x= 为已给定的外力项，

( )1 2 3, ,i i i iD u u u u= ∂ ∂ ∂ 。指数 iq 为给定的常数，满足 ( )1 1,2,3iq i< < ∞ = 。 
非牛顿流体广泛存在于我们的生产、生活和自然界中，因此越来越多不同领域的学者开始对其展开

研究，以求对其有更深刻的了解与利用。在化工、石油、水利、生物工程以及食品材料甚至航空航天领

域都对非牛顿流体有着极大的关注，我们主要通过对非牛顿流体方程的研究来增加对非牛顿流体的了解。 

粘性导热流体在重力作用下的流动由动量守恒、质量守恒和能量守恒方程组描述(参见[1])，在忽略

粘性的加热效应及应力张量与应变速率之间呈线性本构关系的假设下就得到一个粘性、不可压缩浮力驱

动的流体流动与热对流耦合的运动模型，即所谓的牛顿型 Boussinesq 近似(参见[2]或[3])。上述模型在大

气科学中具有重要作用[4]，同时也是许多地球物理应用中的模型[5]。其在预测观察到的现象中是非常成

功的，少有近似模型能与之匹敌，其在天体物理与地球物理流体动力学领域有着重要的影响，基于此，

数学上人们对上述模型开展了广泛的研究，取得了大量的研究成果。在该类模型中，若应力张量与应变

速率之间显现出非线性关系，即得到所谓的非牛顿 Boussinesq 模型，目前关于这类模型的研究结果还不

多。郭柏灵等在[6]中研究了一类修正的双极粘性流体模型，证明了其弱解的存在性和唯一性；随后他们

又在[7]中研究了周期性边值问题，证明了其弱解的存在性，并在 ( ) ( )1 2 2p n n> + + 时证明了唯一性及高

阶正则性结果。文献[8]在三维空间中对周期初边值问题证明了强解的存在唯一性。文献[9]研究了一类稳

态不可压缩的非牛顿 Boussinesq 方程组的第一初边值问题，在外力项的某一范数适当小的条件下，证明

了方程组正则解的存在唯一性。本文拟在三维空间中讨论一类各向异性非牛顿 Boussinesq 方程组的初边

值问题，通过结合使用 Galerkin 方法、紧性方法与单调性方法证明了该问题弱解的存在性。 

2. 预备知识与主要结果 

我们首先介绍本文用到的各向异性 Sobolev 空间的基本知识。令 

( )1, , , 1 , 1,2, , ,N iq q q q i N= < < ∞ =
�

� �  

定义 

( ) ( ){ }, 1, 2, , ,iqqL u u L i NΩ = ∈ Ω =
�

�  
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所得的线性空间为完备的赋范线性空间，即 Banach 空间。 
令 
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假设 iq 满足 

1 2 .Nq q qα β= ≤ ≤ ≤ =�  

本文用到的引理如下： 

引理 1 [10]令 NRΩ ⊂ 为一边界充分光滑的有界开集，如果 1

1 1N
j
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注 1 由于引理 1，本文中总假设指标 ( )1,2,3iq i = 满足条件
1 2 3

1 1 1 1
q q q
+ + > 。 

引理 2 [11]对 ( )1
0, ,u v Hω∈ Ω ，定义 
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若 0div u = ，则有 

( ) ( ) ( ), , , , , , , 0.b u v b u v b u v vω ω= − =  

引理 3 [12]设 ,X Y 为两个 Banach 空间，X 连续嵌入到 Y。倘若函数 ( )0, ;u L T X∞∈ 且 [ ]: 0,u T Y→ 是

弱连续的，则 [ ]: 0,u T X→ 亦是弱连续的。 
记 ( ){ }0 , 0u u C div u∞= ∈ Ω = ，定义如下函数空间 

:H =  在 ( )2L Ω 范数意义下的闭包； 

:qV = 在 ( )1,qW Ω 范数意义下的闭包； 

:qV =� 在 ( )1,qW Ω
�

范数意义下的闭包； 
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对于有界域Ω和有限 T，以下嵌入成立[13] 

( )0, ;L T Vβ
β ↪ ( )0, ;q

qL T V
�

� ↪ ( )0, ;L T Vα
α                           (4) 

且作为 ( )0, ;L T Vα
α 的闭子空间， ( )0, ;q
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�
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q
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q
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�

� 的对偶空间，其中
iqV ′ 和 qV ′� 表示

iqV 和 qV�的对偶空间。 
下面给出问题(1)弱解的定义 
定义 2.1 设 ( )0, ;q

qf L T V′ ′∈
�

� ， ( )( )2 10, ;g L T H −∈ Ω ， 2aq∗ ≥ ， 2α ≥ ，称 ( ),u θ 是问题(1)的弱解，如
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其中θ 由关系式
1 1 1 1
aq α θ∗ + + = 确定。 

注 2 在上述弱解满足的等式中没有压力项π ，事实上，如果 1) 2) 3) 成立，则利用 De Rham 定理[14]
知，有函数 ( )2Lπ ∈ Ω 在广义函数意义下满足上述积分等式。 

注 3 定义中 ( ) 00u u= ， ( ) 00θ θ= 在下述意义下成立 
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注 4 当 ( ) ( )0, ; 0, ;q
qu L T H L T V∞∈

�
�∩ 时，为了使定义中对流项 ( ) du u xϕ

Ω
⋅∇  ∫ 有意义，需要 ( )Lθϕ ∈ Ω  

[15]，但是若 aqθ ∗≤ ，则只需 qVϕ ∈ �，因为此时嵌入 qV� ↪ ( )Lθ Ω 成立。 
注 5 若记 ( ): qV V Lθ= Ω� ∩ ，则当 2aq∗ ≥ 时，显然有下列嵌入关系成立 

V ↪ qV�↪H H ′≅ ↪ qV ′� ↪V ′ .                                   (5) 

本文的主要结果如下： 
定理 1 设 3RΩ ⊂ 为一边界充分光滑的有界域， 0u H∈ ， ( )2

0 Lθ ∈ Ω ， ( )0, ;q
qf L T V′ ′∈

�
� ， 

( )2 10, ;g L T H −∈ 。若 2α > ， aq q∗ ∗≥ ，其中 
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则问题(1)至少存在一对弱解 ( ),u θ ，满足 
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其中 [ ]( )0, ;Wu C T X∈ 表示 [ ]: 0,u T X→ 是弱连续的。 
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3. 定理 1 的证明 

我们将通过以下几步进行定理的证明， 
第一步：近似解的构造 
定义空间 :V =� 在 ( )3,2W Ω 中的闭包，设{ }r r Nϕ

∈
是如下特征值问题的一组非平凡解 
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= ∀ ∈∑ �                              (7) 

则{ }r r Nϕ
∈

构成空间V� 的一组正交基[16]，且在 H 中是规范正交的；对给定的m N∈ ，记 

( )1 2, , ,m
mV span ϕ ϕ ϕ= � 为应由{ }1 2, , , mϕ ϕ ϕ� 张成的子空间；其次，取 Lamé 算子的特征函数族{ }r r Wφ

∈
为

( )1
0H Ω 中的一组基，并记 { }1 2, , ,m

mW span φ φ φ= � 为应由{ }1 2, , , mφ φ φ� 张成的子空间。我们谋求问题(1)
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由常微分方程组的相关知识[16] (定理 3.4)知，存在一区间 [ ]0, mT ， 0 mT T< < ，使(8) (9)存在古典意义下

的解 ( ) ( ) [ ]1, 0,m m
k r mc t h t C T∈ ， , 1, ,k r m= � 。结合接下来的一致估计和解的整体存在唯一性定理可得
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所以由 Hölder 不等式以及 Young 不等式，可将上式整理得 
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( )d d d d .m
m m m m m m mx u x x g x

t
θ

θ θ θ θ θ θ
Ω Ω Ω Ω

∂
 ⋅ + ⋅∇ ⋅ + ∇ ⋅∇ = ⋅ ∂∫ ∫ ∫ ∫  
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所以由 Hölder 不等式以及 Young 不等式，可将上式整理得 
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将(10)式和(11)式相加，整理得 
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u C u s s s

Cv Cv D f g

θ θ

θ θ

θ θ

′ −

′ −

Ω ΩΩ
=

Ω Ω

′

Ω
=

Ω Ω

′

Ω
=

+ + + ∇

≤ + + +

 + + + 
 

≤ + + +

+ + +

∑ ∫

∫

∑

∫

∑

( ) ( ) ( )( )2

2

2 2
1 0

d .
t

m mH L
C C u s s sθ

Ω

 
 
 

≤ + +∫

               (13) 

其中 1,C C 是与 m 无关的常数，使用 Grownwall 不等式，设 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2
, ,m mH L

y t u t t g s Cθ
Ω

= + =  
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则 

( ) ( ) ( ) ( )0
2

2 2 de e e .
t C s Ct CT

m mH L
u t t C C C C Tθ

Ω
∫+ ≤ ⋅ = ⋅ ≤ ⋅ ≤                  (14) 

进而利用(13)可得 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )22 2

2 2 2

0, ; 00, 1
sup + d ,i

q qi i

N Tq
m m i m mL T L LL Lt T i

u t t D u s C Tθ θ
Ω ΩΩ Ω∈ =

+ + ∇ ≤∑ ∫  

又对 ( )( )0, ;i
i

q
qL T Vϕ∀ ∈ Ω 有 

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )

2 2

1

1

0

1

0, ;0, ;

d d d d

d d

d

,

i i

T T

i

T

i
q qi i

i
qq q ii i qi

q q
i i m i m i m i m iQ Q

q
i m iQ

T q
i m iL L

q
i m L T VL T L

D D u D u x t D u D u D x t

D u D x t

D u D t

D u

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

− −

−

−

Ω Ω

−

Ω

− = ⋅

≤ ⋅

≤

≤

∫∫ ∫∫

∫∫

∫
 

从而得到 

( )
( )( )

2

0, ;
.i

qi qi

q
i i m i m

L T V
D D u D u C

′

−

′ Ω
≤                            (15) 

下面推导 mu
t

∂
∂

和 m

t
θ∂
∂

的先验估计。 

设 mP 为 qV�到 mV 上的正交投影算子，即 

( )
1

, , ,
m

m j j q
j

P u u u Vϕ ϕ
=

= ∀ ∈∑ �  

则 mP 的伴随算子 :mP V V∗ ′ ′→� � ，有 m m mP u u∗ ′ ′= ，且 

( ) ( ), ,
1, 1.m mL V V L V V

P P∗

′ ′
≤ ≤� � � �

 

重写等式 ( )18 如下 

( ) ( )2

1
,i

N qm
m i i m i m m m m m

i

u
P D D u D u P u u P f

t
−∗ ∗ ∗

=

∂
= − ⋅∇ +

∂ ∑                    (16) 

设 ( ) ( )2iq
i m i i m i mA u D D u D u−= ， ( ) ( ) ( )2

1 1

i
N N q

m i m i i m i m
i i

A u A u D D u D u−

= =

= =∑ ∑ ， 

对 ( )0, ;q
qL T Vϕ∀ ∈

�
� ，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )( ) ( )

( ) ( )

2

1

1

0
1

1

0, ;0, ;
1

1

0, ;0, ;

d d d d

d d

d

;

T T

i

T

i
qi q

i
qq q ii i q

qq
qq

m m m mQ Q

N q
i i m i m mQ

i
N T q

i m mL V
i
N q

i m L T VL T L
i

q
m L T VL T V

P A u x t A u P x t

D D u D u P x t

D u P t

D u

u

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

∗

−

=

−

Ω
=

−

Ω
=

−

= ⋅

≤ − ⋅

≤ ⋅

≤ ⋅

≤ ⋅

∫∫ ∫∫

∑ ∫∫

∑∫

∑

�

�

��
��

�

                 (17) 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.111053


王爽，王长佳 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.111053 457 应用数学进展 
 

对于 ( )m m mP u u∗− ⋅∇ ，利用引理 2 得 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )2

3

1

3

1

2

0

d d d d

d d

d d

d ,

T T

j

iT

i jT

m m m m m mQ Q

m
m m jQ

i i

m j
m mQ

i i

T
m mL L

P u u x t u u P x t

u
u P x t

x

P
u u x t

x

u P tα α

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

ϕ′

∗

=

=

Ω Ω

− ⋅∇ ⋅ = − ⋅∇ ⋅

∂
≤ ⋅

∂

∂
= ⋅

∂

≤ ∇

∫∫ ∫∫

∑∫∫

∑∫∫

∫

 

由于当
22 2

1aq αα
α

∗ ′≥ = >
−

时，利用引理 1，知 qV� ↪ ( )2L α ′ Ω 成立，由α 的定义知 qV� ↪Vα ，从而有 

( )

( ) ( )

( ) ( )

22

0

0, ;0, ;

0, ;0, ;

d d d

;

qqT

qq

qq
qq

T
m m m m VVQ

m L T VL T V

m L T VL T V

P u u x t C u t

C u

C u

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

∗− ⋅∇ ⋅ ≤

≤

≤

∫∫ ∫ ��

��

��
��

                    (18) 

对于 d d
T

mQ
P f x tϕ∗∫∫ ，有 

( )

( ) ( )0, ; 0, ;

d d  d d

 ;
T T

q q
q q

m mQ Q

L T V L T V

P f x t f P x t

f

ϕ φ

ϕ′

∗

′

≤ ⋅

≤ ⋅

∫∫ ∫∫
� �

� �

                         (19) 

综合(17)~(19)，并利用(14) (15)得 

( )0, ; ,qm
q

u
L T V

t
′∂ ′∈

∂

�
�  

由于 ( )0, ;q
qL T V′ ′

�
� ↪ ( )0, ; qL T Vβ ′ ′� ，所以 

( )0, ; .m
q

u
L T V

t
β ′∂ ′∈

∂
�                                   (20) 

同理，设 mR 为 ( )1
0H Ω 到 mW 上的正交投影算子，满足 

( ) ( )1
0

1
, , .

m

m m j j m
j

R Hθ θ φ φ θ
=

= ∀ ∈ Ω∑  

对于 mR 的伴随算子 ( ) ( )1 1:mR H H∗ − −Ω → Ω ，有 

,m m mR θ θ∗ ′ ′=  

且 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
0 0, ,

1, 1.m mL H H L H HR R − −Ω Ω Ω Ω
≤ ≤  

重写等式(8)2如下 

( ) ,m
m m m m m mR R u R g

t
θ

θ θ∗ ∗ ∗∂
= ∆ − ⋅∇ +

∂
                          (21) 

对 ( )( )2 1
00, ;L T Hφ∀ ∈ Ω ，有 
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( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

2 2

22

11
00

2 12 1
00

0

0

0

0

0, ;0, ;

d d d d

d d

d

d

T T
m m m mQ Q

T
m m

T
m mL L

T
m LL

T
m HH

m L T HL T H

R x t R x t

R x t

R t

t

C

C

θ φ θ φ

θ φ

θ φ

θ φ

θ φ

θ φ

∗

Ω

Ω Ω

ΩΩ

ΩΩ

ΩΩ

∆ ⋅ = ∆ ⋅

≤ ∇ ⋅∇

≤ ∇ ⋅ ∇

≤ ∇ ⋅ ∇

≤ ⋅

≤ ⋅

∫∫ ∫∫

∫ ∫

∫

∫

∫
                    (22) 

对于 ( ) d d
T

m m mQ
R u x tθ φ∗− ⋅∇ ⋅∫∫ ，有 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2 3 6

12 3
0

2 14 2 4 3
0

3

, 1

3

, 1

0

0

0, ;0, ; 0, ;

d d d d

d d

d d

d

d

,

T T

j

iT

i jT

m m m m m mQ Q

m
m m jQ

i j i

m j
m mQ

i j i
T

m m mL L L

T
m m HL L

m m L T HL T L L T L

R u x t u R x t

u R x t
x

R
u x t

x

u R t

u t

C u

θ φ θ φ

θ
φ

φ
θ

θ φ

θ φ

θ φ

∗

=

=

Ω Ω Ω

ΩΩ Ω

ΩΩ Ω

− ⋅∇ ⋅ = − ⋅∇ ⋅

∂
= −

∂

∂
=

∂

≤ ∇

≤

≤

∫∫ ∫∫

∑ ∫∫

∑ ∫∫

∫

∫

 

由(14)知 ( )( ) ( )( )2 1,2 20, ; 0, ;m L T W L T Lθ ∞∈ Ω Ω∩ ，从而知[17] (引理 2.3.3) ( )( )4 30, ;m L T Lθ ∈ Ω ，可得 

( ) ( )( )2 1
00, ;d d ;

T
m m m L T HQ

R u x t Cθ φ φ∗
Ω

− ⋅∇ ⋅ ≤∫∫                        (23) 

对于 d d
T

mQ
R g x tφ∗ ⋅∫∫ ，有 

( )( ) ( )( )2 1 2 1
00, ; 0, ;d d d d ;

T T
m m L T H L T HQ Q

R g x t gR x t gφ φ φ−
∗

Ω Ω
⋅ ≤ ≤ ⋅∫∫ ∫∫                (24) 

综合(22)~(24)式并利用(14)得 

( )( )2 10, ; .m L T H
t
θ −∂

∈ Ω
∂

                               (25) 

第三步：近似解的收敛与解的存在性证明 
由(14) (15) (20) (25)可以得到下列收敛性 

( )
( )
( )

( ) ( )
( )( )

( )( )
( )( )

2 1
0

2

2 1

0, ; ;

0, ; ;

0, ; ;

0, ; ;

0, ; ;

0, ; ;

0, ; ;

m

q
m q

m q

q
m q

m

m

m

u u L T H

u u L T V

u u L T V

A u S L T V

L T H

L T L

L T H

β

θ θ

θ θ

θ θ

∞

′

′

∞

−

∗

′ ′ ′

′

Ω

∗ Ω

′ ′ Ω

�
�

�

�
�

⇀

⇀

⇀

⇀

⇀

⇀

⇀

弱 收敛于

于

于

于

于

弱 收敛于

于

                          (26) 
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由于 H ↪ qV ′� 是连续的，且当 2α > 时， 2aq∗ > 恒成立，故 qV�↪↪H ，利用 Aubin-Lions 引理可得 

( )0, ; ;mu u L T Hα→ 于                                 (27) 

利用(13)和(27)并利用插值定理可得 

( )0, ; ,    1mu u L T Hα α→ ∀ ≥于                             (28) 

另一方面，由于 ( )1
0H Ω ↪↪ ( )2L Ω ，利用 Aubin-Lions 引理可得 

( )( )2 20, ; .m L T Lθ θ→ Ω于                               (29) 

由于上述的收敛性，在(8)1式中令m →∞，可以得到 

( )
1

d d d d
N

k k i i k k
i

u x u u x S D x f x
t
ϕ ϕ ϕ ϕ

Ω Ω Ω Ω
=

∂
⋅ + ⋅∇ ⋅ + ⋅ = ⋅  ∂ ∑∫ ∫ ∫ ∫                 (30) 

在(8)2式中令m →∞，可以得到 

( )d d d dr r r rx u x x g x
t
θ φ θ φ θ φ φ

Ω Ω Ω Ω

∂
⋅ + ⋅∇ ⋅ + ∇ ⋅∇ = ⋅  ∂∫ ∫ ∫ ∫                  (31) 

当 qVϕ ∈ �， ( ) ( )0, ; 0, ;q
qu L T H L T V∞∈

�
�∩ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )2
2d : d ,L Lu u x u t u x u α αϕ ϕ ϕ′ Ω ΩΩ Ω

⋅∇ = − ⊗ ∇ ≤ ∇  ∫ ∫  

因为
2

1aq α
α

∗ ≥
−

，嵌入 qV� ↪Vα 成立，并利用引理 1 可得 

( ) 2d .
q qV Vu u x uϕ ϕ

Ω
⋅∇ ≤ ∇  ∫ � �  

由于
1

m
m

V V∞

=
=� ∪ 以及V� 在 qV�中的稠密性可知对 qVϕ∀ ∈ �， ( )2Lφ ∈ Ω 均有 

( )
1

d d d d ,
N

i i
i

u x u u x S D x f x
t
ϕ ϕ ϕ ϕ

Ω Ω Ω Ω
=

∂
⋅ + ⋅∇ ⋅ + ⋅ = ⋅  ∂ ∑∫ ∫ ∫ ∫                  (32) 

( )d d d d ,x u x x g x
t
θ φ θ φ θ φ φ

Ω Ω Ω Ω

∂
⋅ + ⋅∇ ⋅ + ∇ ⋅∇ = ⋅  ∂∫ ∫ ∫ ∫                   (33) 

利用(32) (33)可以得到 

( ) ( )1 1 10, ; , 0, ; ,u L T V L T H
t t

θ −∂ ∂′∈ ∈
∂ ∂

 

所以 [ ]: 0,u T V ′→ ， [ ] 1: 0,T Hθ −→ 是几乎处处绝对连续的。又因为 ( )0, ;u L T H∞∈ ， 

( )( )20, ;L T Lθ ∞∈ Ω 以及 H ↪V ′， ( )2L Ω ↪ ( )1H − Ω ，并利用引理 3 可得 [ ]( )0, ;Wu C T H∈ ， 

[ ] ( )( )20, ;WC T Lθ ∈ Ω 。 
为完成定理证明，只需证明 

( ) ( ) ( )
1

, .
N

i i i
i

A u S A u A u S
=

= = =∑                             (34) 

由于对 ( ), 0, ;q
qL T Vξ η∀ ∈

�
� ，且ξ η≠ 有 

( ) ( )

2 2

1
, 0.i i

q qi iT T

N q q
i i i i i i

L Q L Qi
D D D D D Dξ ξ η η ξ η− −

×=

− − >∑  

即 ,iA A为单调算子，下面运用单调性方法来证明(34)。 
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首先要证明对 ( ) ( ), 0, ; 0, ;q
qu v L T H L T V′∞ ′∀ ∈

�
�∩ ，有 

( ) ( )1d : d 0, .u u v x u u v x L T
Ω Ω

⋅∇ ⋅ = − ⊗ ∇ ∈  ∫ ∫                        (35) 

通过α 的定义并由引理 1 得 

( )0, ;q
qL T V

�
� ↪ ( )0, ; qL T Vα � ↪ ( )0, ; ,aqL T Lα ∗

 

由插值公式有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )20, ; 0, ; 0, ; 0, ; ,aqq
q TL T V L T H L T L L T L L Qα ρ∗∞ ∞⊂ Ω ⊂

�
� ∩ ∩  

其中
22

aq
αρ α ∗= + − ，当(6)成立时，通过计算可知

2 1 1
ρ ρ
+ ≤ ，所以由 Hölder 不等式知(35)成立。 

类似于文献[11]中的方法可得，对 ( ). . 0,a e t T∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2

0 0

1 1: d d 0 d d .
2 2

t t

L L
u t S u x s u fu x s

Ω ΩΩ Ω
+ ≥ +∫ ∫ ∫ ∫                    (36) 

可任取 ( )0, ;q
qL T Vϕ ∈

�
� ，设 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )2

2

0

1: d d ,
2

t

L
X A u A u x s u tµ µ µ µϕ ϕ

Ω Ω
= − − +∫ ∫                    (37) 

由 A 的单调性知 

( ) ( )2

21lim inf ,
2 L

X u tµµ Ω→∞
≥                                (38) 

由于(8)1可知 

( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2

0 0 0

1 0 : d d :  d d d d
2

t t t

L
X u A u x s A u x s fu x sµ µ µ µ µϕ ϕ ϕ

Ω Ω ΩΩ
= − − − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

其中令m →∞，得 

( ) ( ) ( ) ( )2

2

0 0 0

1 0 : d d : d d d d ,
2

t t t

L
X u S x s A u x s fu x sϕ ϕ ϕ

Ω Ω Ω Ω
= − − − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

综合(37) (38)可得 

( )( ) ( ) ( )
0

: d d 0,    . . 0, .
t

S A u x t a e t Tϕ ϕ
Ω

− − ≥ ∈∫ ∫                       (39) 

令 uϕ λω= − ， 0λ > ， ( )0, ;q
qL T Vω∈

�
� ，代入到(39)式得 

( )( )
0

, d d 0,
t

S A u x tλω ω
Ω

− − ≥∫ ∫  

令 0λ → ，取极限得 

( )( ) ( )0
d d 0,    0, ; ,

t q
qS A u x t L T Vω ω

Ω
− ≥ ∀ ∈∫ ∫

�
�  

所以 
( ) ( ),  . . , .TS A u a e x t Q= ∈  

定理证得。 

4. 总结 

本文在三维空间中考虑一类各向异性非牛顿 Boussinesq 方程组的初边值问题，给出了证明解的存在
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性的详细步骤，采用 Galerkin 方法构造近似解序列{ },m mu θ ，通过对近似解序列{ },m mu θ 进行一直估计以

及收敛性的证明并利用单调性方法证明其解的存在性。 
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