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摘  要 

本文研究具有阶段结构和反馈控制的非自治单种群模型的持久性问题，借助微分不等式理论，我们得到

一组保证系统持久的充分性条件。 
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Abstract 
A non-autonomous single species stage-structured system with feedback control is studied in this 
paper, by using the differential inequality theory, a set of sufficient conditions which ensure the 
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permanence of the system is obtained. 
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1. 前言 

人类会对自然界中的各种资源进行开采，如对动物进行捕获等等，因此，研究具有捕获的种群生态

系统的动力学行为就变得非常重要。Gopalsamy 和 Weng [1]受控制论影响，以人类的捕获作为控制变量，

首次提出单种群反馈控制模型 
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这里 n 表示种群的密度，u 表示反馈控制变量。在该模型中，作者探讨了正平衡点的全局稳定性以及分

支现象等等。其后，学者们提出了各种各样的反馈控制生态种群模型([1]-[7]以及所引文献)，并在模型的

稳定性、绝灭性和持久性等方面进行了系统研究。丁孝全和程述汉[3]提出了如下单种群阶段结构反馈控

制模型 
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作者证得模型的边界平衡点 E0 是恒为不稳定的；对所有的 0τ > ，E 都是局部稳定的，此外，如果

a bcβ > ，则正平衡点 E 是全局渐近稳定的。 
在此基础上，杨英钟[4]认为非自治情形更为符合实际，由此提出了如下模型： 
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作者在假设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , ,t d t t c t a t b tα β 都是正的连续的ω 周期函数下，并借助重合度定理，证

明了上述系统至少存在一个 T-周期正解。 
众所周知，一般的非自治系统更为符合实际，而对这类系统，我们不可能探讨系统的周期解，系统

的持久性变得非常重要，这意味着种群能长久持续生存。本文中，对于上述模型(1)，我们做出如下假设： 
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(1) 对于任一有正上下界的连续函数 ( )g t ，本文恒设： 

[ )
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0, 0,
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t t
g g t g g t

∈ +∞ ∈ +∞
= =

 

(2) 系统(1)满足具有如下初值条件： 

( ) ( ) ( ) ( ), 0,i ix t t u t tϕ ψ= = >  

( ) ( ) [ ]0 0, 0 0, 1, 2, ,0 .i i tϕ ψ τ> > = ∈ −  

(3) 系统(1)的系数满足条件： 
(H) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , , ,b t a t d t c t f t e t 有正的上下界的连续函数。 

2. 持久性 

本节我们将给出一组保证系统(2.1)持久的充分性条件。 
引理 2.1. 系统(1)的第一个方程等价于方程 
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证明 方程(2)两边关于 t 求导，有 
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引理证毕。 
定理 2.1. 假设(H)成立，进一步假设 

1
3 ,

UdL Ub e c Mτ− >                                       (4) 

成立，那么系统(1)是持久的，其中 M3 由(8)所定义。 
注记 2.1. 由于 M3 是由后文所定义，条件(4)看上去很简洁，但却并不直观。在将 M3 和 M2 代入(4)后，

我们可以得到如下推论。 
推论 2.1. 假设(H)成立，进一步假设 

1 1
1 ,

U Ld dL L L U U Ub e f a c e b eτ τ− −>                                  (5) 

成立，那么系统(1)是持久的。 
注记 2.2. 一个非常有趣的事实：假设系统(2.1)的系数都是常数，则条件(5)等价于 

1fa ce>                                          (6) 

这一条件刚好就是丁孝全和程述汉[3]一文中保证系统正平衡点全局稳定的充分性条件。 
定理 2.1 的证明将由以下两个定理来完成。 
定理 2.2. 设 ( ) ( ) ( )( )T

1 2, ,x t x t u t 为系统(1)的任一正解，则有： 
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其中： 
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证明。设 ( ) ( ) ( )( )T
1 2, ,x t x t u t 为系统(1)的任一正解，由系统(1)的第二个方程可知： 
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由此可知： 
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2 2limsup .
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对任给的足够小的正数 1 0ε > ，由(10)可知存在 1 0T > ，当 1t T∀ > 时，有 

( )2 2 1.x t M ε< +                                      (11) 

当 1t T∀ > 时，由系统(1)的第三个方程有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 .L Uu t f t u t e t x t f u t e M ε= − + ≤ − + +                   (12) 

由此可知有 
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注意到 1ε 是任意的足够小的正数，上式中令 1 0ε → ，可只有 
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由引理 2.1 可知有 
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(15)结合(11)可知当 1t T τ∀ > + 时，有 
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注意到 1ε 是任意的足够小的正数，上式中令 1 0ε → ，那么有 
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定理 2.2 证毕。 
定理 2.3. 设 ( ) ( ) ( )( )T

1 2, ,x t x t u t 为系统(1)的任一正解，假设(H)和(4)成立，则有 
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其中 
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证明。设 ( ) ( ) ( )( )T
1 2, ,x t x t u t 为系统(1)的任一正解，由定理条件 

1
3
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可知对足够小的正数 2 0ε > ，有 
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成立。由(14)可知对满足(20)的充分小的正数 2 0ε > ，存在充分大的 2 1T T> ，当 2t T∀ > 时，有 

( ) 3 2u t M ε< +                                     (21) 

当 2t T∀ > 时，由系统(1)的第二个方程有 
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由此可知 
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注意到 2 0ε > 是任意小的正数，在上式中令 2 0ε → 立即可得 
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对任给的足够小的正数 3 0ε >  (不妨设 3 2
1
2

mε < )，由(24)可知存在 3 2T T> ，当 3t T∀ > 时，有 
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对于系统(1)的第三个方程，当 3t T∀ > 时，有 
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(15)结合(25)可知当 3t T τ∀ > + 时，有 
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( ) ( )1
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注意到 3ε 是任意的足够小的正数，上式中令 3 0ε → ，那么有 
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定理 2.3 证毕。 
定理 2.1 的证明. 定理 2.1 是定理 2.2 和 2.3 的直接推论，证毕。 

3. 数值模拟 

杨英钟在文献[4]中探讨了模型(1)的周期正解的存在性，但是作者并没有给出数值模拟以表明结果的

可行性，我们这里借助 matlab 给出例子，以表明我们结果的可行性。 
例 3.1. 考虑如下例子 
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这里，相应于模型(1)，我们取 
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计算可知 

1
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进而有 

1 1
1
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Figure 1. Dynamic behaviors of the system (32) with x1(0) = 
0.26, 0.39, 0.52 
图 1. 系统(32)中 x1(0) = 0.26，0.39，0.52 时的动力学行为 
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Figure 2. Dynamic behaviors of the system (32) with x2(0) = 
0.15, 0.2, 0.3 
图 2. 系统(32)中 x2(0) = 0.15，0.2，0.3 时的动力学行为 

 

 
Figure 3. Dynamic behaviors of the system (32) with y(0) = 
0.02, 0.18, 0.27 
图 3. 系统(32)中 y(0) = 0.02，0.18，0.27 时的动力学行为 

 
成立，由推论 2.1 可知系统(32)是持久的，此外，数值模拟(图 1~3)表明我们的结果是成立的，由杨英钟

一文可知系统(32)至少存在一个正周期解。 
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