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摘  要 

研究了一类带有毒素生产的具有可变营养消耗率的Ivlev型恒化器系统。分析了系统平衡点的存在性及局

部渐近稳定性。运用Lyapunov-LaSalle不变性原理证明了边界平衡点的全局渐近稳定性。 
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Abstract 
A Chemostat model with production of toxin, Ivlev-functional response function and variable yield 
is investigated. The existence and local asymptotical stability of the equilibriums are analyzed. 
The global asymptotical stability of the boundary equilibrium is proved by using Lyapunov-LaSalle 
invariance principle. 
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1. 引言 

在恒化器系统中，微生物为了获得竞争优势通常会排出毒素抑制其它微生物的生长，同时毒素的生

产会降低自身的繁殖能力[1]。毒素对微生物生长的影响研究已经受到众多学者的关注，例如 Hsu 等[2]
探讨了毒素存在下的微生物竞争排斥原理问题；孙明娟等[3]讨论了微生物的竞争共存问题；Zhu 等[4]给
出了 Hopf 分支存在的条件，证明了极限环的存在性；李建全等[5]给出了模型的各类平衡点存在及稳定

的充要条件；Nie 等[6]利用分支理论讨论了正稳态解的局部结构及其稳定性。上述文献大都假设微生物

的营养消耗率为常数，本文将放弃营养消耗率为常数的假设，考虑如下带有毒素生产的具有可变营养消

耗率的恒化器模型： 
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其中 ( )S t 为 t时刻培养皿中的营养液浓度， ( )x t 和 ( )y t 分别为 t时刻两种竞争微生物在培养皿中的浓度，

( )P t 为 t 时刻由微生物排出的毒素在培养皿中的浓度； ( )1 1 1S a b Sδ = + ， ( )2 2 2S a b Sδ = + 为可变营养消

耗率； 0S 为输入的初始营养浓度， D 为流出率。参数 k 为排出毒素的比例常数， 0k = 说明没有毒素排

出，这对应着标准的恒化器竞争模型， 1k = 说明将全部精力用于毒素生产，没有繁殖能力，从而自然灭

绝，本文仅考虑情形 0 1k< < 。 ( ) 1
1 1 e c SSµ −= − 和 ( ) 2

2 1 e c SSµ −= − 表示 Ivlev 型功能反应函数。 ( )P tγ− 表

示毒素对微生物生长的影响。 
作无量纲变换 0S S S= ， 0x x S= ， 0y y S= ， 0P P S= ，t Dt= 。记 0

i ic c S= ， 0
i ib b S= ， 1,2i = ，

0Sγ γ= 。为了简便，仍用 S，x，y，P，t， 1b ， 2b ， 1c ， 2c ，γ 表示 S ， x ， y ， P ， t ， 1b ， 2b ， 1c ，

2c ， γ ，则系统(1)变为 
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根据生物学意义，假设初始条件为 

( ) ( ) ( ) ( )0 0, 0 0, 0 0, 0 0.S x y P≥ ≥ ≥ ≥                       (3) 

事实上，集合 ( ){ }, , , 0 1, 0, 0, 0S x y P S x y PΩ = ≤ ≤ ≥ ≥ ≥ 关于系统(2)是正向不变的。进一步，令

1
kyz P

k
= −

−
，得到 

( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2

1

2

1 2

1 1 2 2

1

2

,

1 e 1 e
1 ,

1 e 1 ,
1

1 1 e 1 .

c S c S

c S

c S

z z

m x m y
S S

a b S a b S
k yx x m z

k

y y k m

γγ

− −

−

−

′ = −


− −
′ = − − − + +


  ′ = − − − −  − 


 ′ = − − −  

                      (4) 

当 t →∞时， ( ) 0z t → ，从而得到系统(4)的极限系统为 
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2. 平衡点的存在性 

关于系统(5)的平衡点的存在性，有如下定理。 
定理 1 对于系统(5)，1) 始终存在边界平衡点 ( )0 1,0,0E ； 
2) 当 ( )1

1 1 e 1cm −− > 时，存在边界平衡点 ( )( )( )10 1 1 1 1 1, 1 ,0E a bξ ξ ξ− + ； 

3) 当 ( ) ( )2
21 1 e 1ck m −− − > 时，存在边界平衡点 ( )( )( )( )20 2 2 2 2,0, 1 1 1E k bξ ξ ξ− − + ； 

4) 当 1 2 1ξ ξ< < 且 ( )2 0ϕ ξ > 时，存在正平衡点 
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证明 令系统(5)右侧等于 0，即 
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针 对 式 (6) 讨 论 1) 0, 0, 0S x y≠ = = ； 2) 0, 0, 0S x y≠ = ≠ ； 3) 0, 0, 0S x y≠ ≠ = 以 及 4) 
0, 0, 0S x y≠ ≠ ≠ 四种情形，容易得到定理的结论。 

3. 平衡点的局部渐近稳定性 

对于系统(2)平衡点的局部渐近稳定性，有如下结论。 
定理 2 对于系统(5)，1) 当 ( )1

1 1 e 1cm −− < 且 ( ) ( )2
21 1 e 1ck m −− − < 时，边界平衡点 0E 是局部渐近稳定

的；2) 当 ( ) ( )2
21 1 e 1ck m −− − < 且 ( )1 0ψ ξ > 时，边界平衡点 10E 是局部渐近稳定的；3) 当 ( )1
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( )2 0ψ ξ > 时，边界平衡点 20E 是局部渐近稳定的，其中 
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4) 当正平衡点 E+ 存在时，它是不稳定的。 
证明 系统(5)在平衡点处的雅克比矩阵为 
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其中 ( ), ,E S x y= 表示系统(5)的任意一个平衡点。 
对于边界平衡点 0E ，系统(5)的特征方程为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2
1 21 1 e 1 1 1 e 1 0,c cm k mλ λ λ− −+ − − + − − − + =                     (7) 

当 ( )1
1 1 e 1cm −− < 且 ( ) ( )2

21 1 e 1ck m −− − < 时，式(7)的三个特征根均为负数，因此边界平衡点 0E 是局

部渐近稳定的。 
对于边界平衡点 10E ，系统(5)的特征方程为 
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令式(8)的三个特征根分别为 1 2 3, ,λ λ λ ，其中 ( ) ( )2 1
1 21 1 e 1ck m ξλ −= − − − ，当 ( ) ( )2

21 1 e 1ck m −− − < 时，

1 0λ < ; 

( ) ( ) ( )2 3 1 1 1 2 3 11 1 0; ,m cλ λ ξ λ λ ψ ξ= − − > + =  

其中 ( )
( ) ( ) ( )( )1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1

1 e 1 e
1

c cm c a b b

a b

ξ ξξ ξ
ψ ξ

ξ

− −− + − −
= +

+
， 

因此，当 ( ) ( )2
21 1 e 1ck m −− − < 且 ( )1 0ψ ξ > 时，边界平衡点 10E 是局部渐近稳定的。 
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类似地，当 ( )1
1 1 e 1cm −− < 且 ( )2 0ψ ξ > 时，边界平衡点 20E 是局部渐近稳定的。 

对于正平衡点 E+ ，由于 
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即三个特征根的乘积为正值，因此至少一个特征根为正数，从而当正平衡点 E+ 存在时，它是不稳定

的。 
定理 3 当 ( )1

1 1 e 1cm −− < 且 ( ) ( )2
21 1 e 1ck m −− − < 时，边界平衡点关于Ω 是全局渐近稳定的。 

证明 构造紧集Ω 上的非负函数V x y= + 。显然，V在Ω 上连续，并且沿着系统(5)的解的导数满足 
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                 (9) 

当 ( )1
1 1 e 1cm −− < 且 ( ) ( )2

21 1 e 1ck m −− − < 时，
( )5

0V ≤ ，因此，V是系统(5)在Ω 上的一个Lyapunov函
数。定义Ω的子集E为 

( ) ( ){ }, , , , , 0 ,E S x y S x y V= ∈Ω =  

令系统(5)在E上的最大不变子集为M。因此， 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }, , , , , 0 , , , , , 0, 0 .E S x y S x y V S x y S x y x y= ∈Ω = = ∈Ω = =  

由M的不变性和系统(5)，容易证明 0E E= . 所以，由Lyapunov-LaSalle不变性原理[7]得到 0E 是全局

吸引的。又因为当 ( )1
1 1 e 1cm −− < 且 ( ) ( )2

21 1 e 1ck m −− − < 时， 0E 是局部渐近稳定的，因此 0E 关于Ω是全

局渐近稳定的。 

4. 结论 

考虑到在微生物竞争过程中毒素及营养消耗率可变对微生物生长的影响，本文研究了一类带有毒素

生产和可变营养消耗率的恒化器模型。利用常微分方程稳定性分析方法，得到了平衡点局部渐近稳定的

充分条件以及边界平衡点全局渐近稳定的充分条件。结果表明在一定条件下(定理2)，竞争排斥原理成立。 
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