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摘  要 

本文利用间断有限体积元方法求解双曲守恒律方程。为克服传统TVD限制器的精度损失问题，本文采用

了保极值限制器。时间离散上采用了三阶的SSP Runge-Kutta方法。经典算例结果验证了本方法计算的

有效性和精度。 
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Abstract 
In the article, we present a discontinuous finite volume element method for solving hyperbolic 
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conservation laws. A maximum-principle satisfying limiter is adopted to keep accuracy. The time 
discretization is based on third order SSP Runge-Kutta scheme. Typical test cases show the effec-
tiveness and accuracy of the present scheme. 

 
Keywords 
Discontinuous Finite Volume Element Method, Slope Limiter, Runge-Kutta Time Discretization,  
Hyperbolic Conservation Laws 

 
 

Copyright © 2020 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

双曲方程作为偏微分方程中的一类重要方程，其解中往往出现间断，因此对于数值方法提出很大挑

战。针对双曲守恒律方程，一系列的格式被提出和发展，例如 Godunov 格式[1]，Lax-Friedrichs 格式[2]，
总变差递减(Total Variation Diminishing, TVD) [3] [4]，总变差有界(Total Variation Bounded, TVB) [5]，加

权本质无震荡格式(Weighted Essentially Non-Oscillatory, WENO) [6]等。 
间断有限体积元方法最早在 2004 年[7]中被 YeXiu 提出，作者将有限体积元方法与 DG 方法结合，

针对椭圆问题提出了间断有限体积元方法。之后，毕春加将此方法推广到了抛物问题及双曲问题[8] [9]。
该方法不仅构造简单，还具备保持物理量间局部守恒、可以处理复杂边界、可并行计算等优点，发展前

景广阔。在 2009 年，陈大伟等借鉴了控制体积有限元方法与龙格–库塔间断有限元方法，提出龙格-库
塔控制体积间断有限元方法 (Runge-Kutta Control Volume Discontinuous Finite Element Method, 
RKCVDFEM)，保证了数值解的局部守恒性且可以很好的处理激波间断问题。但 RKCVDFEM 使用了

minmod 限制器，由于该限制器中参数 M 的选取依赖于不同的问题，从而限制了方法的适用范围。 
区别于传统的间断有限体积元方法[10] [11] [12] [13] [14]，本文基于 SSP Runge-Kutta 时间离散方法，

采用 MPS (Maximum-principle-satisfying)的高阶精度限制器，构造了保极值间断有限体积元方法来求解

双曲守恒律方程，并通过经典数值算例来验证方法的可行性与高效性。 

2. 格式的构造 

2.1. 空间离散 

一维守恒律方程 

( )
( ) 0

0

,0
t xu f u

u x u

 + =


=  

这里的 f 是流通量函数。剖分定义域，令 1 2ix − 为剖分节点，第 i 个单元记为 ( )1 2 1 2,i i iI x x− += ，单元

长度为 1 2 1 2i ih x x+ −= − 。在每个控制单元 iI 上依次选取 3 个插值节点，分别记为 1 2 1 2, ,i i ix x x− + ，围绕插值

节点选取控制体积,三个控制单元分别记为 ( )1 2 1 2 4
*

1,i i iI x x−
− − −= ， ( )1 4

*
1 4,i i iI x x− += ， ( )1 2 1 4 2

*
1,i i iI x x+

+ + += ，

试探函数空间 hU 选为线性元空间，相应的基函数选取为 Lagrange 基函数。选取的基函数记为 ( )l
jϕ ，则单

元形状函数 hu 为 
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( ) ( ) ( ) ( )
3

1
, l l

h j j
l

u x t u xϕ
=

= ∑  

选取检验函数为控制单元 I ∗ 上的分片常数函数，相应的基函数 

1,
, 1, 2,3

0,
l
j

x I
lψ

∗ ∀ ∈
= =
 其它

 
从原方程出发进行空间离散。先在方程两边同时乘以检验函数 v，并在一个单元 iI 上做积分，u 用 hu

来代替 
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其中 ( )( )1 4 1 4 ,i h if f u x t± ±= ，即 1 4if ± 就是把 1 4ix ± 带入单元形状函数 hu 中求得，而又由于 1 2if ± 无定义,
故本文采用 Lax-Friedrichs 数值流通量来定义 1 2if ±  

( ) ( ) ( )1,
2

f u u f u f u C u u− + − + + − = + − −   

其中 ( )max
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C f u′= 。整理方程组得 
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当基函数取线性元与二次元分别对应的矩阵 A 如下 

( )1

3 1 0
16 16
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16 16 16
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 
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。 

2.2. 斜率限制器 

保极值的限制器 
为了抑制数值振荡，引入 MPS (Maximum-principle-satisfying)高阶精度限制器。 

( ) ( )( )j j j ju x u x u uθ= − + ，
max minmin , ,1j j

j j j j

u u u u
M u m u
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其中 ( ) ( )
1

1 d
j

N

j j jI
u u x x u x
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= =
∆ ∑∫ ，设ω∂是区间

1 1,
2 2
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∂=

=∑ 。
 

在该限制器中 ju 表示在 nt 时刻单元上的数值解，其单元平均值 ju 属于区间 [ ]min max,u u ，参考[15] [16]。 
Shu 在[17]中证明了该限制器不会破坏高阶的精度。 

2.3. 时间离散 

半离散后得到常微分方程组，使用 SSP Runge-Kutta 格式[18] 
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

2 1 1

2 21

3 1 1
4 4 4
1 2 2
3 3 3

n n

n

n n

u u t L u

u u u t L u

u u u t L u+

= + ∆ ⋅

= + + ∆ ⋅

= + + ∆ ⋅

 

3. 算例 

3.1. 算例 1 线性对流方程 

( ) ( )

0
1 1,0 sin
2 4

t xu u

u x x

+ =

π



= +
 

计算讨论在周期边界条件下的该算例在相同时间下，基函数分别为线性元、二次元时，它们的误差

与收敛阶。计算结果见表 1 和表 2。 
 

Table 1. t = 0.1, p1 
表 1. 线性元下算例 1 的数值误差和收敛阶 

Scheme Grids L1 error L1 order L∞ error L∞ order 

P1 40 7.7464 × 10−4 —— 6.0693 × 10−4 —— 

 80 1.9424 × 10−4 1.9961 1.5255 × 10−4 1.9926 

 160 4.6004 × 10−5 2.0784 3.6124 × 10−5 2.0786 

 320 1.1500 × 10−5 2.0005 9.0394 × 10−6 1.9993 

 640 3.0174 × 10−6 1.9306 2.3641 × 10−6 1.9349 

 
Table 2. t = 0.1, p2 
表 2. 二次元下算例 1 的数值误差和收敛阶 

Scheme Grids L1 error L1 order L∞ error L∞ order 

P2 40 7.8257 × 10−4 —— 1.2529 × 10−3 —— 

 80 9.7962 × 10−5 2.9985 1.5995 × 10−4 2.9702 

 160 1.2319 × 10−5 2.9919 2.0824 × 10−5 2.9418 

 320 1.5768 × 10−6 2.9664 2.8129 × 10−6 2.8887 

 640 2.1549 × 10−6 2.8719 4.0568 × 10−7 2.7942 

 
通过例子可以看出，对于 1p 元，实际计算可以达到二阶精度，而对 2p 元，计算可以达到三阶精度。 
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3.2. 算例 2 Burgers 方程 

( ) ( )

2

0
2

1 1,0 sin
2 4

t
x

uu

u x x

  
+ =    

 = +


π
 

边界条件选取周期边界条件，在
1 0.3183t
π

= ≈ 时出现激波。由图 1~2 可知当 0.3t = 时结果没有激波

出现，由图 3~6 可知当
2t =
π
和 1.1t = 时，结果出现激波。可以看到数值解在间断附近有良好的分辨率。 

 

 

Figure 1. 0.3t = , 1
30

x∆ =  

图 1. 剖分 60 份时的示意图， 0.3t =  
 

 

Figure 2. 0.3t = , 1
50

x∆ =  

图 2. 剖分 100 份时的示意图， 0.3t =  
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Figure 3. 2t =

π
, 1

30
x∆ =  

图 3. 剖分 60 份时的示意图，
2t =
π

 

 

 

Figure 4. 2t =
π

, 1
50

x∆ =  

图 4. 剖分 100 份时的示意图，
2t =
π  

3.3. 算例 3 Buckely-Leverett 方程 
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Figure 5. 1.1t = , 1
30

x∆ =  

图 5. 剖分 60 份时的示意图， 1.1t =  

 

 

Figure 6. 1.1t = , 1
50

x∆ =
 

图 6. 剖分 100 份时的示意图， 1.1t =  

 
由图 7~8 可知，通过比较数值解与五阶 WENO 格式下的参考解可以发现，保极值间断有限体积元方

法下的数值解在大梯度处无震荡，而且与参考解有完全类似地良好计算效果。 

3.4. 算例 4 交通流问题 

考虑一段 20 km 长的公路，入口的密度是 50 veh/km。(入口密度用单位长度路段内的车辆总数来表

示)对于所给出的初值条件，我们考虑入口条件变化。在两个小时段分析，最初 10 分钟入口关闭，10 分

钟到 30 分钟，提高到入口密度 75 veh/km，30 分钟后入口密度恢复到 50 veh/km。初值条件见图 9。 
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Figure 7. 0.6t = , 1
20

x∆ =  

图 7. 剖分 40 份时的示意图， 0.6t =  
 

 

Figure 8. 0.6t = , 1
40

x∆ =
 

图 8. 剖分 80 份时的示意图， 0.6t =
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Figure 9. 0t = , 1
5

x∆ =  

图 9. 算例 4 的初始条件 

 
计算结果见图 10~13，在本算例中，分析了 90 分钟内因入口条件变化导致的交通流问题，通过将各

个时间节点的车流密度变化图与该算例的准确解作对比，可以看出吻合情况较好。 

4. 结论 

本文研究了保极值的间断有限体积元方法，通过使用 MPS 的限制器使其保持高阶精度，守恒的同时

又能满足极值原理。通过计算结果进行对比分析，证实了该保极值的间断有限体积元方法具有其理论设

计的高精度和对间断高分辨率的特性。 
 

 

Figure 10. 10 mint = , 1
5

x∆ =
 

图 10. 10 mint = 时的示意图 
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Figure 11. 30 mint = , 1
5

x∆ =  

图 11. 30 mint = 时的示意图

  

 

Figure 12. 60 mint = , 1
5

x∆ =
 

图 12. 60 mint = 时的示意图 

 

 

Figure 13. 90 mint = , 1
5

x∆ =  

图 13. 90 mint = 时的示意图 
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