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Abstract 
A two species discrete competitive system with feedback controls and Beddington-DeAngelis 
functional response is studied in this paper. By using the difference inequality theory and con-
structing the suitable Lyapunov functional, some sufficient conditions are obtained for the per-
manence and global attractivity of the system. Further, by applying almost periodic functional hull 
theory, we obtain a set of sufficient conditions which guarantee the existence of a unique global 
attractive positive almost periodic sequence solution of the system. Our results supplement some 
existing ones [1] [2] [3] [4] [5]. 
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摘  要 

提出并研究具有反馈控制和Beddington-DeAngelis功能反应的离散竞争系统，利用差分不等式，并通过

构造适当的Lyapunov函数，得到了该系统具有持久性和全局吸引性的充分条件。利用泛函概周期的壳理

论，得到了保证该系统存在唯一全局吸引概周期解的充分条件。所得结果补充了相关文献[1] [2] [3] [4] 
[5]的工作。 
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1. 引言 

1975年Beddington [6]和DeAngelis [7]提出了Beddington-DeAngelis功能反应模型，很多学者对其加以

研究，得到了许多很好的结果。近期，S. Yu，F. Chen [8]提出了如下具有Beddington-DeAngelis功能反应

的连续竞争系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
1 1 1 1 1

1 1 1 1 2

2 1
2 2 2 2 2

2 2 1 2 2

b t x t
x t x t r t a t x t

t t x t t x t

b t x t
x t x t r t a t x t

t t x t t x t

α β γ

α β γ

  
= − −   + +  


  = − −   + + 





            (1) 

并对该系统的动力学行为进行了研究。 
众多研究表明，当种群世代不重叠或数量很少时，用差分方程来刻画离散时间模型比连续的更符合

实际。考虑到在实际生态系统中，生态系统经常被不可预测的因素所干扰，这将可能使某些生物参数发

生改变，破坏生态的平衡，这就需要人类对其进行开发和管理，从而更好的预测和控制生态系统所受的

干扰。因此，把反馈控制考虑进生物数学模型中，是必要且相当有意义的。因此，我们在文[8]的基础上

研究如下差分系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2

2 1
2 2 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 exp

1 exp

b n x n
x n x n r n a n x n c n u n

n n x n n x n

b n x n
x n x n r n a n x n c n u n

n n x n n x n

u n e n u n d n x n

u n e k u n d n x n

α β γ

α β γ

   + = − − −  
+ +   


   + = − − −  

+ +   
∆ = − +
∆ = − +

  (2) 

这里 ( )1x n 和 ( )2x n 分别表示两竞争种群在第n代的种群密度， ( )( )1,2ir n i = 表示两种群的内禀增长

率， ( )( )1,2ia n i = 为种内竞争系数， ( )( )1,2ib n i = 为种间竞争系数 ( )ir n , ( )ia n , ( )ib n , ( )ic n , ( )id n , 
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( )ie n , ( )i nα , ( )i nβ , ( )i nγ ( )1, 2i = 均为非负有界的概周期序列，并且 ( )0 1ie k< < 。本文的目的旨在

通过适当的分析手法，得到保证系统(2)永久持续生存、概周期解的存在唯一性和全局吸引性的充分条件。 
从生物种群意义上考虑，设系统(2)满足初始条件 ( )0 0ix > ， ( )0 0iu > ，则对任意的 0n ≥ 都有

( ) 0ix n > , ( ) 0iu n > 。对于任一有界序列 ( ){ }h n ，定义 

( ){ } ( ){ }inf , sup .l u

n N n N
h h n h h n

∈ ∈
= =  

2. 持久性和全局吸引性 

为了后续的证明，我们给出一些定义和引理。 
定义2.1 [9] 假设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2 1 2, , ,X n x n x n u n u n= 是系统(2)的任一解，若下列条件成立 

( ) ( ) ( ) ( )0 inf sup , 0 inf sup , 1,2.i i i in z n zn z n z
x n x n u n u n i

∈ ∈∈ ∈
< ≤ < +∞ < ≤ < +∞ =  

则 ( )X n 称为Z上的严格正解。
 引理2.1 [10] 设 ( ){ }x n 满足 ( ) 0x n > ，且对 n N∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 exp ,x n x n a n b n x n+ ≤ −  

其中 ( )a n ， ( )b n 是具有正的上下界的非负序列，则 

( )
( )exp 1

limsup .
u

l
n

a
x n

b→+∞

−
≤  

引理2.2 [10] 设 ( ){ }x n 满足 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 expx n x n a n b n x n+ ≥ − , 0n N≥ , 0N N∈ , ( ) *limsup
n

x n x
→+∞

≤

且 ( )0 0x N > ，其中 ( )a n ， ( )b n 为非负序列且有正的上下界，则 

( ) ( )*liminf min exp , .
l l

l u
u un

a ax n a b x
b b→∞

 
≥ − 

 
 

引理2.3 [11] 假设 0A > , ( )0 0y > 且 ( ) ( ) ( )1y n Ay n B n+ ≤ + , 1, 2,n = ，则有 

( ) ( ) ( )
1

0
1 , .

k
k i

i
y n A y n k A B n i k n

−

=

≤ − + − − ≤∑  

特别地，若 1A < 且B有上界M，则 ( )limsup
1n

My n
A→+∞

≤
−

。 

引理2.4 [11] 假设 0A > , ( )0 0y > 且 ( ) ( ) ( )1y n Ay n B n+ ≥ + , 1, 2,n = ，则有 

( ) ( ) ( )
1

0
1 , .

k
k i

i
y n A y n k A B n i k n

−

=

≥ − + − − ≤∑  

特别地，若 1A < 且B有下界 *m ，则 ( )
*

liminf
1n

my n
A→+∞

≥
−

。 

定理 2.1 若条件(H1) 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2

2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1

,

,

l l u l l u l l

l l u l l u l l

r b r M c N M

r b r M c N M

α γ α γ

α γ α γ

> − + +

> − + +
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成立，则系统(2)是永久持续生存的，即对系统(2)的任一正解 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 1 2, , ,x n x n u n u n ，均满足： 

( ) ( )

( ) ( )

liminf limsup ,

liminf limsup ,

i i i in n

i i i in n

m x n x n M

n u n u n N
→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤
                           (3) 

其中 , , , , 1, 2i i i im n M N i  = 是与解无关的常数。 
证明 由(H1)，存在任意小的正数 ε ，使得 

( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2

2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1

,l l u l l u l l

l l u l l u l l

r b r M c N M

r b r M c N M

α γ ε ε α γ ε

α γ ε ε α γ ε

> − + + + + +   

> − + + + + +
 

从而有 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

1 2
1 1 1

1 1 2

2 1
2 2 2

2 2 1

0,

0,

u
l u

l l

u
l u

l l

b M
r c N

M

b M
r c N

M

ε
ε

α γ ε

ε
ε

α γ ε

+
− − + >    

+ +

+
− − + >

+ +

                           (4) 

设 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 1 2, , ,x n x n u n u n 是系统(2)的任一解，则由系统(2)的前两个方程可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 expi i i i ix n x n r n a n x n+ ≤ −  

应用引理2.1，可得  

( ) { }1limsup exp 1 , 1,2.u
i i il

k i

x k r M i
a→+∞

≤ −   =                          (5) 

故对上述的正数 ε ，存在 1 0K > ，当 1n K≥ 时，有 

( ) , 1, 2.i ix n M iε≤ +    =                                  (6) 

将上式代入模型(2)的后两个方程可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 , 1,2.l
i i i i iu n e u n d n M iε+ ≤ − + +   =  

利用引理2.3，则有 

( ) ( )
limsup , 1,2.

u
i i

i l
n i

d M
u n i

e
ε

→+∞

+
≤    =  

对于上面的不等式，因为 ε 的任意性，可令 0ε → ，从而得到 

( )limsup , 1,2.
u def
i i

i il
n i

d M
u n N i

e→+∞
≤ = =                             (7) 

显然，存在 2 1K K> ，且满足当 2n K≥ 时， 

( ) , 1, 2.i iu n N iε≤ + =                                (8) 

将(6)和(8)代入模型(2)的第一个方程可得  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ){ } ( )

1 2
1 1 1 1 1 1 1

1 1 2

1 2
1 1 1 1 1 1

1 1 2

1 1 1 1 2

1 exp

exp

exp ,

u
l u u

l l

u

b n x n
x n x n r n a n x n c n u n

n n x n

b M
x n r a x n c N

M

x n A a x n n Kε

α γ

ε
ε

α γ ε

  + ≥ − − − 
+  

 + ≥ − − − + 
+ +  

= −         ≥

             (9) 

其中
( )

( )
( )1 2

1 1 1 1
1 1 2

u
l u

l l

b M
A r c N

M
ε ε

ε
α γ ε

+
= − − +

+ +
。应用引理2.2有 

( ) ( )1 1
1 1 1 1

1 1

liminf min exp ,u
u un

A Ax n A a M
a a

ε ε
ε

→+∞

 
≥ −   

 
 

在上面的不等式中，令 0ε → 得到 

( ) ( )1 1
1 1 1 1 1

1 1

liminf min exp ,u
u un

A Ax n A a M m
a a→+∞

 
≥ −   

 
                       (10) 

其中 1 2
1 1 1 1

1 1 2

u
l u

l l

b MA r c N
Mα γ

= − −
+

。

 类似可得，当 2n K≥ 时， 

( ) ( )2 2
2 2 2 2 2

2 2

liminf min exp ,u
u un

A Ax n A a M m
a a→+∞

 
≥ −   

 
                      (11) 

其中 2 1
2 2 2 2

2 2 1

u
l u

l l

b MA r c N
Mα γ

= − −
+

。

 由(10) (11)知，对任意的 0ε > ，存在 3 2K K> ，当 3n K≥ 时，有 

( ) , 1, 2i ix n m iε≥ − =                                  (12) 

将(12)代入系统(2)的后两个方程可得，当 3n K≥ 时， 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 .u
i i i i iu n e u n d n m ε+ ≥ − + −  

利用引理2.4，则有 

( ) ( )
liminf , 1, 2.

l
i i

i un
i

d m
u n i

e
ε

→+∞

−
≥ =  

令 0ε → 得到 

( )liminf , 1, 2.
l def
i i

i iun
i

d m
u n n i

e→+∞
≥ = =                             (13) 

由(5) (7) (10) (11)及(13)可知，系统(2)是永久持续生存的。证毕。 
定理2.2 设(H2) 
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1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 3 12 2 2

1 2 2

2 2 1 1 1 1 1 1
2 2 2 1 1 4 22 2 2

2 1 1

3 1 1 1

4 2 2 2

0,

0,

0,

0,

u u u u u u
u

u u u u u u
u

l u

l u

b M b b M d
E E E

b M b b M d
E E E

e c

e c

β α γ
λ µ λ λ λ λ

γ α β
λ µ λ λ λ λ

λ λ

λ λ

− − − − >

− − − − >

− >

− >

 

其中
2min ,l u

i i i
i

a a
M

µ
 

= − 
 

， 1 2
l l l

i i i iE m mα β γ= + + ， 1,2i = 。 

若 (H1) 和 (H2) 同 时 成 立 ， 则 对 系 统 (2) 的 任 意 两 个 正 解 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 1 2, , ,x n x n u n u n 和

( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2 1 2, , ,x n x n u n u n∗ ∗ ∗ ∗ ，必满足 
( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 1l , 2im .lim

n ni i i ix n x n u n u n i∗ ∗

→+∞ →+∞
− =    − =    =  

即系统(2)具有全局吸引性。
 

证明 由(H2)，存在常数 0δ > 及充分小的正数 ε ，使下列成立 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2 2 22 2
1 1 1 2 2 3 12 2 2

1 2 2

2 2 1 1 1 11 1
2 2 2 1 1 4 22 2 2

2 1 1

3 1 1 1

4 2 2 2

,

,

,

,

u u u uu u
u

u u u uu u
u

l u

l u

b M b Mb d
E E E

b M b Mb d
E E E

e c

e c

ε

ε ε ε

ε

ε ε ε

β ε γ εα
λ µ λ λ λ λ δ

γ ε β εα
λ µ λ λ λ λ δ

λ λ δ

λ λ δ

+ +
− − − − >

+ +
− − − − >

− >

− >

 

其中
2min ,
+

l u
i i i

i

a a
M

εµ
ε

 
= − 

 
， ( ) ( )1 2

l l l
i i i iE m mε α β ε γ ε= + − + − ， 1,2i = 。 

对上述 ε ，根据定理3.1，对系统(2)的任意正解 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 1 2, , ,x n x n u n u n 和

 
( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2 1 2, , ,x n x n u n u n∗ ∗ ∗ ∗ ，存在常数 1 0T > ，对 1n T≥ 和 1,2i = 有 

( ) ( )
( ) ( )

, ,

, .
i i i i

i i i i

m x n x n M

n u n u n N

ε ε

ε ε

∗

∗

− ≤    ≤ +

− ≤    ≤ +
 

定义 

( ) ( ) ( )1 1 1ln lnV n x n x n∗= −  

则由模型(2)的第一个方程可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1 1 1

2 2
1

1 1 1 1 2 1 1 1 1 2

1 1 1

1 ln 1 ln 1

ln ln

.

V n x n x n

x n x n a n x n x n

x n x n
b n

n n x n n x n n n x n n x n

c n u n u n

α β γ α β γ

∗

∗ ∗

∗

∗ ∗

∗

+ = + − +

              ≤ − − −

                 + −
+ + + +

                 + −

 

由微分中值定理得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
1

1ln ln ,x n x n x n x n
nθ

∗ ∗− = −  

这里 ( )1 nθ 位于 ( )1x n 和 ( )1x n∗ 之间。从而，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 2
2 2 1 1

1 1

1 1 1
2 2 1 1 1

1

1 1 1 1
1

1

1 1

2min ,l u

u

V n a n x n x n
n n

b n n b n n x n
x n x n x n x n

B B
b n n x n

x n x n c n u n u n
B

a a x n x n
M

b

θ θ

α β

β

ε

∗

∗ ∗

∗ ∗

∗

 
∆ ≤ − − − −  

 

                + − + −

                + −  + −

 
            ≤ − − − 

+ 

               + ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2*1
2 2 1 12 2

1 1

1 1 1
2 2 1 1 12

1

,

u uu

u u

b M
x n x n x n x n

E E

b M
x n x n c n u n u n

E

ε ε

ε

β εα

β ε

∗

∗ ∗

+
− + −

+
               + − + −

          (14) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2B n n x n n x n n n x n n x nα β γ α β γ∗ ∗= + + + + 。 
定义 

( ) ( ) ( )2 2 2ln ln .V n x n x n∗= −  

与(14)的证明类似 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 1
1 1 2 2

2 2

2 2 2
1 1 2 2 2

2

2 2 2 2
2

2

1 1

,

2min ,l u

u

V n a n x n x n
n n

b n n b n n x n
x n x n x n x n

B B
b n n x n

x n x n c n u n u n
B

a a x n x n
M

b

θ θ

α γ

γ

ε

α

∗

∗ ∗

∗ ∗

∗

 
∆ ≤ − − − −  

 

               + − + −

               + − + −

 
             ≤ − − − 

+ 

               + ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 12
1 1 2 22 2

2 2

2 2 2
1 1 2 2 22

2

,

u uu

u u

b M
x n x n x n x n

E E

b M
x n x n c n u n u n

E

ε ε

ε

γ ε

γ ε

∗ ∗

∗ ∗

+
− + −

+
               + − + −

          (15) 

这里 ( )2 nθ 位于 ( )2x n 和 ( )2x n∗ 之间， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 .B n n x n n x n n n x n n x nα β γ α β γ∗ ∗= + + + +  

定义 

( ) ( ) ( ) , 1, 2.i i iW n u n u n i∗= −    =  

则 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) .

i i i i i i i

l u
i i i i i i

W n e n u n u n d n x n x n

e u n u n d x n x n

∗ ∗

∗ ∗

∆ ≤ − − + −

≤ − − + −
                    (16) 

构造李雅普诺夫(Lyapunov)函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 1 4 2 .V n V n V n W n W nλ λ λ λ= + + +  

由(14) (15) (16)可知，对于任意的 1n T≥
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2 2 22 2
1 1 1 2 2 3 1 1 12 2 2

1 2 2

2 2 1 1 2 11 1
2 2 2 1 1 4 2 2 22 2 2

2 1 1

3 1 1 1 1

u u u uu u
u

u u u uu u
u

l u

b M b MbV n d x n x n
E E E

b M b Mb d x n x n
E E E

e c u n

ε

ε ε ε

ε

ε ε ε

β ε γ εα
λ µ λ λ λ λ

γ ε β εα
λ µ λ λ λ λ

λ λ

∗

∗

 + +
∆ ≤ − − − − − −  

 
 + +

               − − − − − −    
 

               − − ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 4 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 .

l uu n e c u n u n

x n x n x n x n u n u n u n u n

λ λ

δ

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

− − − −  

            ≤ − − + − + − + −

 

把上面的不等式两边同时从 1T 到k相加，可得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

1 1 2 2 1 1 2 21 ,
k k

n T n T
V n V n x n x n x n x n u n u n u n u nδ ∗ ∗ ∗ ∗

= =

+ − ≤ − − + − + − + −∑ ∑  

从而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 1 2 2 1 1 2 2 11 ,
k

n T
V k x n x n x n x n u n u n u n u n V Tδ ∗ ∗ ∗ ∗

=

+ + − + − + − + − ≤∑  

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1
1 1 2 2 1 1 2 2 .

k

n T

V T
x n x n x n x n u n u n u n u n

δ
∗ ∗ ∗ ∗

=

− + − + − + − ≤∑  

因此， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1
1 1 2 2 1 1 2 2 ,

n T

V T
x n x n x n x n u n u n u n u n

δ

+∞
∗ ∗ ∗ ∗

=

− + − + − + − ≤ < +∞∑  

由此可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 1 1 2 2li 0.m
n

x n x n x n x n u n u n u n u n∗ ∗ ∗

→+∞

∗− + − + − + − =  

故 

( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 1l , 2im .lim
n ni i i ix n x n u n u n i∗ ∗

→+∞ →+∞
− =    − =    =  

证毕。 

3. 概周期解 

定义3.1 [12] 设S是集合D的任一紧集， nτ 是一个序列，记 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, : lim , ,kn
H f g n x f n x g n x Z Sτ

→∞
= + = ×在 上一致成立 ， 

则 ( )H f 称为f的壳。 
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定义3.2 [13] 对任意 0ε > ，如果x的 ε -移位数集 

{ } ( ) ( ){ }, : ,E x Z x n x n n Zε τ τ ε= ∈ + − < ∀ ∈  

在Z中是相对稠密的，即存在 ( ) 0l ε > ，使在每个长度为 ( )l ε 的区间内都有一个 { },E xτ ε∈ ，使得

( ) ( )x n x nτ ε+ − < ， n Z∀ ∈ ，则称序列 :x Z R→ 为概周期的，τ 称为 ( )x n 的 ε -移位数。 
引理3.1 [12] ( ){ }x n 称为概周期序列当且仅当对于Z的任意序列{ }ih ，存在一个子序列{ } { }ij ih h⊂ ，

使对 n Z∈ ，当 j → ∞ 时， ( ){ }ijx n h+ 一致收敛。另外，其极限也是概周期序列。 
假设系统(2)是概周期系统，那么它所有的参数 ( )ir n , ( )ia n , ( )ib n , ( )ic n , ( )id n , ( )ie n , ( )i nα ,

( )i nβ , ( )i nγ ( )1,2i = 都是Z上的概周期序列。由引理3.1，存在时间序列 kh ，当 k → ∞ ， kh → ∞ 时，有

( ) ( )i k ir n h r n∗+ → , ( ) ( )i k ia n h a n∗+ → , ( ) ( )i k ib n h b n∗+ → , ( ) ( )i k ic n h c n∗+ → , ( ) ( )i k id n h d n∗+ → , 

( ) ( )i k ie n h e n∗+ → , ( ) ( )i k in h nα α ∗+ → , ( ) ( )i k in h nβ β ∗+ → , ( ) ( )i k in h nγ γ ∗+ → , 1, 2i = ，一致对 k Z∈

成 立 。 其 中 ， ( ) ( )( )i ir n H r n∗ ∈ , ( ) ( )( )i ia n H a n∗ ∈ , ( ) ( )( )i ib n H b n∗ ∈ , ( ) ( )( )i ic n H c n∗ ∈ , 

( ) ( )( )i id n H d n∗ ∈ , ( ) ( )( )i ie n H e n∗ ∈ , ( ) ( )( )i in H nα α∗ ∈ , ( ) ( )( )i in H nβ β∗ ∈ , ( ) ( )( )i in H nγ γ∗ ∈ 。因此，

得到模型(2)的一个壳方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2

2 1
2 2 2 2 2 2 2*

2 2 1 2 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 exp

1 exp

b n x n
x n x n r n a n x n c n u n

n n x n n x n

b n x n
x n x n r n a n x n c n u n

n n x n n x n

u n e n u n d n x n

u n e k u n d n x n

α β γ

α β γ

∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

   + = − − −  
+ +   


   + = − − − 

+ +   
∆ = − +
∆ = − +

    (17) 

根据概周期函数基本理论[12]，我们知道系统(2)若满足条件(H1)和(H2)，则其壳方程(17)也满足(H1)
和(H2)。 

引理3.2 [10] 若系统(2)是概周期的，且其每个壳方程都有唯一的严格正解，则(2)有严格正概周期解

且唯一。 
定理3.1 若条件(H1)和(H2)成立，则系统(2)存在唯一的概周期解且是全局吸引的。 
证明 根据引理3.2，只须证明壳方程(17)有唯一的严格正解。步骤如下：先证壳方程(17)至少有一个

严格正解，再证每个壳方程只有唯一的的严格正解。 
由系统(2)的所有参数的概周期性质，存在整数序列{ }kh ，当 k → ∞ 时， kh → ∞，且有 ( ) ( )i k ir n h r n∗+ → , 

( ) ( )i k ia n h a n∗+ → , ( ) ( )i k ib n h b n∗+ → , ( ) ( )i k ic n h c n∗+ → , ( ) ( )i k id n h d n∗+ → , ( ) ( )i k ie n h e n∗+ → , 

( ) ( )i k in h nα α ∗+ → , ( ) ( )i k in h nβ β ∗+ → , ( ) ( )i k in h nγ γ ∗+ → , 1, 2i = ，对 n Z∈ 一致成立。 
根据定理2.1，对壳方程(17)的任一正解 ( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2 1 2, , ,x n x n u n u n 及任意的正数 ε ，存在正整数 0N ，

满足当 0n N≥ 时 

( ) ( ), , 1, 2i i i i i im x n M n u n N iε ε ε ε− ≤ ≤ +    − ≤ ≤ +    =  

及 

( ) ( ) ( ) ( )
+

0 inf sup , 0 inf sup , 1,2.i i i i
n z n zn z n z

x n x n u n u n i
+ ++∈ ∈∈ ∈

< ≤ < +∞    < ≤ < +∞    =  

定义 ( ) ( )ik i kx n x n h= + ， ( ) ( )ik i ku n u n h= + ，其中 0 kn N h≥ − , k Z +∈ , 1, 2i = 。对任意的正整数q， 
取 ( ){ } ( ){ }: , :ik ikx n k q u n k q≥ ≥ 的子序列，为了讨论方便，子序列仍记为 ( ){ }ikx n 和 ( ){ }iku n 。易证，当

https://doi.org/10.12677/aam.2020.98133


张杰华 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.98133 1143 应用数学进展 
 

k → ∞ 时， ( ){ } ( ){ },ik ikx n u n 在Z的任意有限区间上收敛。因此，存在序列 ( ){ }iy n , ( ){ }iv n , 1, 2i = ，使

得当 k → ∞ 时 ( ) ( )ik ix n y n→ ， ( ) ( )ik iu n v n→ ， n Z∈ 。由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

1 2
1 1

1 1 1 1 2

2 2 2 2 2

2 1

2 2 1

1 exp

1 exp

k k k k k

k k
k k

k k k k k

k k k k k

k k

k k k

x n x n r n a n x n

b n x n
c n u n

n n x n n x n

x n x n r n a n x n

b n x n
n n x n

τ τ

τ
τ

α τ β τ γ τ

τ τ

τ
α τ β τ

∗ ∗

∗
∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗

∗ ∗


+ = + − +


+                   − − + 

+ + + + + 


+ = + − +


+
                   −

+ + + ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 .

k k
k k

k k k k k

k k k k k

c n u n
n x n

u n e n u n d n x n

u n e n u n d n x n

τ
γ τ

τ τ

τ τ

∗
∗

∗ ∗

∗ ∗











  − + 

+ + 


∆ = − + + +


∆ = − + + +

 

因此，可推出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2

2 1
2 2 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 exp

1 exp

.

b n y n
y n y n r n a n y n c n v n

n n y n n y n

b n y n
y n y n r n a n y n c n v n

n n y n n y n

v n e n v n d n y n

v n e n v n d n y n

α β γ

α β γ

∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

   + = −  − −  
+ +   


   + = − − − 

+ +   
∆ = − +
∆ = − +

 

由上式可知， ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 1 2, , ,y n y n v n v n 是壳方程 (17)的解，且满足 ( )i i im y n Mε ε− ≤ ≤ + ，

( )i i in v n Nε ε− ≤ ≤ + , n Z∈ , 1, 2i = 。由正数 ε 的任意性，显然 

( ) ( ) ( ) ( )0 inf sup , 0 inf sup , 1,2.i i i ik z k zn z n z
y n y n v n v n i

∈ ∈∈ ∈
< ≤ < +∞     < ≤ < +∞    =  

故系统(2)的每个壳方程至少有一个严格正解。 
下面证明壳方程的严格正解的唯一性。设 ( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2 1 2, , ,x n x n u n u n∗ ∗ ∗ ∗ ， ( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2 1 2, , ,y n y n v n v n∗ ∗ ∗ ∗

都是(17)的严格正解。构造Lyapunov函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
1 1 2 2 3 1 4 2 , ,V n V n V n W n W n n Zλ λ λ λ∗ ∗ ∗ ∗= + + +    ∈  

其中 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln ln , , 1, 2.i i i i i iV n x n y n W k u k v k i∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= −   = −    =  

类似于定理2.2的证明，对于 n Z∈ ，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )*
1 1 2 2 1 1 2 2 .V n x n y n x n y n u n v n u n v nδ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∆ ≤ − − + − + − + −  

显然， ( )*V n 是Z上的非增序列。对上式两边进行从 ( )0k k < 到0的加法运算， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
0

* *
1 1 2 2 1 1 2 2 0 .

n k
x n y n x n y n u n v n u n v n V k Vδ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

=

− + − + − + − ≤ −∑  
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因为 ( )*V n 有界，故 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

1 1 2 2 1 1 2 2 ,
n

x n y n x n y n u n v n u n v n∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

=−∞

− + − + − + − < +∞∑  

从而可得 

( ) ( ) ( ) ( )lim 0, lim 0, 1,2.i i i in n
x n y n u n v n i∗ ∗ ∗ ∗

=−∞ =−∞
− =     − =     =                   (18) 

由(18)，存在正整数 0K ，当 0n K≤ − 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ), , 1, 2.i i i ix n y n u n v n iε ε∗ ∗ ∗ ∗− <     − <     =  

从而 

( )
( )

( ) ( ) ( )*

1 1 , , 1, 2.i i i i
ii

V n x n y n W n i
mn

ε ε
θ

∗ ∗ ∗ ∗= − ≤     ≤     =  

其中 ( )i nθ ∗ 介于 ( )ix n∗ 和 ( )iy n∗ 之间。 
令 

1 2
3 4

1 2

,
m m

Q λ λ
λ λ= + + +  

则有 ( )*V n Qε≤ , 0n K≤ − ，因此 ( )*lim 0
n

V n
=−∞

= 。而定理2.2表明， ( )*lim 0
n

V n
=+∞

= 。又因为 ( )*V n 是Z
上正的非增序列，因此必有 ( )* 0V n ≡ ，即对一切 n Z∈ ， 1,2i = ，有 ( ) ( )i ix n y n∗ ∗= , ( ) ( )i iu n v n∗ ∗= 。从

而说明，(17)的严格正解是有唯一的。 
综上，系统(2)每个壳方程都有唯一的严格正解。应用引理3.2，系统(2)有唯一的严格正概周期解。结

合定理2.2，系统(2)存在唯一的正概周期解且是全局吸引的。证毕。 
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