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Abstract: In this paper, we defined the degree of subgraph, and got the following result on the basis of the 
degree of subgraph: Let G be a 2-connected claw-free graph of order n, ( ) 3Gδ ≥ . If H1 and H2, any two 
non-adjacent subgraphs, are isomorphic to P3 and K2, respectively, and d(H1) + d(H2) ≥ n, for each pair of u,v 
∈ G, when {u,v} isn’t a cut set, there exists a Hamilton-path in u,v. 
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摘  要：本文定义了子图的度的概念，并利用子图的度给出如下结果：设 G 是 n 阶 2-连通无爪图，δ(G) 

≥ 3，如果 G 中任意两个分别同构于 P3和 K2的不相邻子图 H1，H2的度和 ( ) ( )1 2d H d H n+ ≥ ，对于任

意的 u,v ∈ G，若{u,v}不构成割集，那么 u,v 间存在 Hamilton 路。 
 

关键词：无爪图；不相邻子图；子图的度；Hamilton 路 

1. 引言 

本文仅考虑有限、无向、简单图，所使用的术语和符号约定如下，其中未加说明的部分见文献[1]。 
设 G 是一个图，V(G)、E(G)分别表示 G 的顶点集和边集。对 ( )a V G∈ 及 G 的子图 K 和 R，令： 

( ) ( ) ( ){ }min :G d v v V Gδ = ∈  

( ) ( ) ( ){ }:RN a v V R va E G= ∈ ∈  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }, : ,E V K V R uv E G u V K v V R= ∈ ∈ ∈  

( )
( )

( ) ( )R Ru V K
N K U N u V K

∈

 = − 
 
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( )GN a 和 ( )GN K 分别称为顶点 a 和子图 K 的度，并分别记为 dG(a)和 dG(K)(在不致误解时，也简记为 d(a)
和 d(K))。 ( )K V K= 叫做 K 的阶。 

G 的两个不相邻的子图 K，R 叫做不相邻的，如果 ( ) ( )V K V R =∅ ， ( ) ( )( ),E V K V R =∅。G 的由顶点集

S 导出的子图记为 G[S]。 
用 Pn表示含有 n 个点的路，用 Kn表示 n 阶完全图，用 nK 表示 n 阶空图。经过 G 的每个顶点恰好一次的圈

(路)，称为 G 的 Hamilton 圈(路)。如果 G 中任意两顶点之间都有 Hamilton 路，则称 G 是 Hamilton 连通的。设

1 2 pP x x x=  是图 G 的一条路，对 ( ) ( ), 1i jx x V P i j p∈ ≤ < ≤ ，用 l
ix− ， l

ix+ ( )1 i l i l p≤ − < + ≤ 分别表示 P 的顶点

xi–l和 xi+l；用 xiPxj和 j ix Px 分别表示 P 的路 xixi+1···xj-1xj和 xjxj-1···xi+1xi。为了方便， 1
ix− ， 1

ix+ 也分别简记为 ix− 和 ix+ ，

xi有时也记成 0
ix− 或 0

ix+ 。 
所有涉及图的路圈性质的度型充分条件从某种意义上讲都源自以下两个结果。 

定理 1[2] 设图 G 的阶 n ≥ 3，如果对于任意的 v ∈ V(G)， ( )
2
nd v ≥ ，则 G 有 Hamilton 圈。 

定理 2[3] 设图 G 的阶 n ≥ 3，如果 G 中任意一对不相邻顶点 u，v 的度和 ( ) ( )d u d v n+ ≥ ，则 G 有 Hamilton
圈。 

如果图 G 中不含同构于 K1,3，则称 G 是无爪图，对无爪图有以下结果： 

定理 3[4] 设 G 是 n 阶 2-连通无爪图，如果对于任意的 v ∈ V(G)， ( ) 2
3

nd v −
≥ ，则 G 有 Hamilton 圈。 

定理 4[5] 设 G 是 n 阶 2-连通无爪图，如果 G 中任意一对不相邻顶点 u,v 的度和 ( ) ( ) 2 5
3

nd u d v −
+ ≥ ，则 G

有 Hamilton 圈。 

2. 主要结果 

定理 5 设 G 是 n 阶 2-连通无爪图，δ(G) ≥ 3，如果 G 中任意两个分别同构于 P3和 K2的不相邻子图 H1，H2

的度和 ( ) ( )1 2d H d H n+ ≥ ，对于任意的 u, v∈G，若 u,v 不构成割集，那么 u,v 间存在 Hamilton 路。 
下面是定理 5 的证明。 
设 G 是满足定理 5 的条件的图，{ } ( ),u v V G⊂ ，且{u,v}不是割集，下面总假定 u,v 间没有 Hamilton 路。取

G 的一条最长(u,v)-路，记为 ( )1 2 1 ,p pP x x x x u x v= = = ，记 R = G − P，B 是 R 的一个连通分支，令 

( )PT N B= ， ( ) :PN B v v T− −= ∈ ， ( ) :PN B v v T+ += ∈ 。 

对 ( ),x y T V B∈  ，G 中必存在其内部点均属于 V(B)的(x,y)-路，用 xBy 表示一条这样的路。 
论断 1 设 x ∈ T-{u,v}，y∈T，则 
a) ( ) ( ), 1,2 ,i ix x T i x x E G− + − +∉ = ∈  
b) y ≠ u 时， ( ) ( )0,1,2jx y E G j− − ∉ = ；y ≠ v 时， ( ) ( )0,1,2jx y E G j+ + ∉ = ；u ≠ y ≠ v 时， 

( ) ( )2 2, 0,1, 2j jx y x y E G j− − + + ∉ =  
证明: a) 假设存在 ( )( ) ( )( ),xx E T V B x V B′ ′∈ ∈ ，若 x T− ∈ ，则 –

1 px Px BxPx 为一条长于 P 的(u,v)-路，得矛盾。

类似地可以证明 x T+ ∉ 。考虑 { }, , ,G x x x x− + ′ ，由以上证明可知 ( )–x x x x E G+′ ′∉， ，由无爪性即得 ( )x x E G− + ∈ 。 
如果 2x T− ∈ ，则 G 有长于 P 的(u,v)-路 2

1 px Px Bxx x Px− − + ，得矛盾。类似地可证明 2x T+ ∉ 。 
b) 当 y ≠ u 时，由(1)， ( )x x E G− ∈ 。若 ( )xy E G− ∈ ，则 G 有长于 P 的(u, v)-路： 

( )( )1 px Py xByPx x Px y V uPx− − + ∈  

( )( )1 px Px x Py xByPx y V xPv− + − ∈  

若 ( )x y E G− − ∈ ，则 G 有长于 P 的(u,v)-路： 
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( )( )1 px Py x PyBxPx y V uPx− − ∈  

( )( )1 px Px y PxByPx y V xPv− − ∈ ； 

若 ( )x y E G− − ∈ ，则 G 有长于 P 的(u,v)-路： 

( )( )2
1 px Py x PyBxx x Px y V uPx− − − + ∈  

( )2
1 px Px y Px x xByPx y xPv− − + − ∈  

得矛盾。 
类似地可证 y ≠ v 时， ( ) ( )0,1,2jx y E G j+ + ∉ =  
u ≠ y ≠ v 时，由(a)， ( )y y E G− + ∈ 。若 ( )2 2x y E G− − ∈ ，G 有长于 P 的(u,v)-路： 

( )( )2 2
1 px Px y Px x xByy y Px y V xPv− − + − − + ∈  

( )( )2 2
1 px Py x Py y yBxx x Px y V uPx− − + − − + ∈  

得矛盾，类似地可证明 ( )2 2x y E G+ + ∉ 。 
论断 1 证毕。 
因为 G 是 2-连通的，所以 2T ≥ ，由{u,v}不是割集知 { }, 1T u v− ≥ 。下面分两种情形进行讨论。 
情形一 { }, 2T u v− ≥  
由于 δ ≥ 3，所以在这一情形中，我们分下面两种子情形进行证明。 
子情形一 Δ(B) ≥ 1 
此时 2B ≥ ，存在 1 2,u u B∈ ，使得 ( )1 2u u E B∈ 。 
取 x,y ∈ T-{u,v}(不妨设 ( )1x V x Py−∈ ，则有 ( ),x y V B′ ′∈ ，使 ( )( ),xx yy E T V B′ ′∈， 。由论断 1(a)，

( ),x x y y E G− + − + ∈ 且 2 2 1x Py+ − ≥ 。取 1 1 2 3H xu u P= ≅ ， 2
2 2H y y K− −= ≅ 。则由论断 1 可知 H1 与 H2 不相邻。令： 

1 1 2 3, , pQ x Px Q x Py Q yPx+ −= = =  

论断 2 ( ) ( )1 2R RN H N H =∅  
证明：由论断 1 知 ( )2BN H =∅，易知 ( ) ( )- 1 - 2R B R BN H N H =∅ 。 
否则，若 ( ) ( )- 1 - 2R B R BN H N H ≠ ∅ ，设 ( ) ( )1 - 1 - 2R B R Ba N H N H∈  ，由 B 的选取知， ( )1 1 2 1,u a u a E G∉ ，所以

只有 xa1存在，但这样会存在更长(u,v)-路： 

( )( )1 1 1     px Px x Py a xByPx a y E G− + − − ∈  

( )( )2 2
1 1 1    px Px x Py a xByy y Px a y E G− + − − + − ∈  

所以有： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2NR R R B B R B B R B R BN H H N H N H N H N H N H N H− − − −= = = ∅      

论断 2 证毕。 
由论断 2 知： 

( ) ( ) ( ) ( ) { }1 2 1 2 1 2, 2R R R RN H N H N H N H R u u R+ = ≤ − = −                    (1) 

论断 3 a) ( ) ( ) ( ) { }1 1 1 2 1Q QN H N H V Q x+ ⊆ − ， ( ) ( )1 1 1 2Q QN H N H+ = ∅  
b) ( ) ( ) ( ) { }2 1 2 2 2Q QN H N H V Q y+ −⊆ − ， ( ) ( )2 1 2 2Q QN H N H+ = ∅  
c) ( ) ( ) ( ) { }3 1 3 2 3Q QN H N H V Q y− −⊆  ， ( ) ( )3 1 3 2Q QN H N H− = ∅ 。 
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证明：a) 显然 ( ) ( ) { }1 2 1QN H V Q x+ +⊆  ，由论断 1 可知 ( )1 2, Qx x N H− ∉ ，所以 ( )1 2, Qx x N H+ +∉ ，于是

( ) ( ) { }( ) { } ( ) { }1 2 1 1,QN H V Q x x x V Q x+ + +⊆ − = − 。显然 ( )1 1Qx N H∉ ，故 ( ) ( ) { }1 1 1 QN H V Q x⊆ − 。总之， 

( ) ( ) ( ) { }1 1 1 2 1Q QN H N H V Q x+ ⊆ −  

假设存在 ( ) ( )2 1 1 1 2Q Qa N H N H+∈  ，因为 ( )1 1 2Qx N H+∉ ，所以 a2 ≠ x1。显然 ( )1 1Qx N H∉ ，所以，a2 ≠ x。因

此 ( )2 1a V x Px+ −∈ 。此时 a2至少与 u1，u2，x 之一相邻。由论断 1 知， ( )1 2 2 2,u a u a E G∉ 。所以必有 ( )2a x E G∈ ，

那么会存在更长(u,v)-路： 

( )1 2 2 2px Pa y Px x Pa xByPx a y E G− − + − − − ∈  

( )2 2
1 2 2 2px Pa y Px x Pa xByy y Px a y E G− − + − − + − − ∈  

得矛盾。 
b) 显然 ( ) ( ) { }2 2 2QN H V Q y+ ⊆  。因为 ( )2

2 2, Qy y N H− − ∉ ，所以 ( )2 2, Qy y N H− +∉ ，于是 

( ) ( ) { }( ) { } ( ) { }2 2 2 2,QN H V Q y y y V Q y+ − −⊆ − = − 。 

由论断 1(b)， ( )2
2 1, Qy y N H− − ∉ ，所以 ( ) ( ) { }2

2 1 2 ,QN H V Q y y− −⊆ − 。总之 

( ) ( ) ( ) { }2 1 2 2 2Q QN H N H V Q y+ −⊆ −  

若 ( ) ( )2 1 2 2Q QN H N H+ ≠ ∅ ，则存在 ( ) ( )3 2 1 2 2Q Qa N H N H+∈  。显然 ( )2 2Qx N H+ +∉ 。所以 a3 ≠ x+。由论断 1，

( )2
2 1Qy y N H− − ∉， ，所以 2

3 { , }a y y− −∉ 。显然 ( )2
2 2Qy N H− ∉ ，所以 ( )2 2Qy N H− +∉ ，所以 a3 ≠ y–。于是

( )2 2
3a V x Py+ −∈ 。因为 ( )3 2 1Qa N H∈ ，所以 a3至少与 x，u1，u2之一相邻。由论断 1， ( )3 1 3 2,a u a u E G∉ 。所以必

有 ( )3a x E G∈ ，则 G 有长于 P 的(u,v)-路： 

( )1 3 3 3px Px x Pa y Pa xByPx a y E G− + − − − − ∈  

( )2 2
1 3 3 3px Px x Pa y Pa xByy y Px a y E G− + − − − + − − ∈  

得矛盾。 
c) 显然 ( ) ( ) ( ) { }3 1 3 2 3Q QN H N H V Q y− −⊆   
取 ( ) ( )4 3 1 3 2Q Qa N H N H−∈  ，显然 a4 ≠ v，由论断 1(b)，a4 ≠ y+。所以 ( )2

4a V y Pv+ −∈ 。因为 ( )4 3 1Qa N H−∈ ，

所以 ( )4 3 1Qa N H+ ∈ ，即 4a+ 必与 a4，u1，u2之一相邻。由论断 1， ( )4 1 4 2,a u a u E G∉ 。所以必有 ( )4a x E G∈ ，则 G
有长于 P 的(u,v)-路： 

( )1 4 4 4px Px x Py a PyBxa Px y a E G− + − + − ∈  

( )2 2
1 4 4 4px Px x Py a Py y yBxa Px y a E G− + − + − + − ∈  

得矛盾。 
论断 3 证毕。 
由论断 3(a)可知： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) { }

1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 2

1 1  1

Q Q Q Q

Q Q Q Q

N H N H N H N H

N H N H N H N H

V Q x Q

+

+ +

+ = +

= +

≤ − = −

                   (2) 

由论断 3(b)可知： 

OPEN ACCESS 11 



米晶，王江鲁 | 无爪图中子图的度和与 Hamilton 连通性 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) { }
2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2

2 2 1

Q Q Q Q Q Q Q QN H N H N H N H N H N H N H N H

V Q y Q

+ + +

−

+ = + = +

≤ − = −

 

        (3) 

由论断 3(c)可知： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) { }
3 1 3 2 3 1 3 2 3 1 3 2 3 1 3 2

3 3

   

1

Q Q Q Q Q Q Q QN H N H N H N H N H N H N H N H

V Q y Q

− − −

−

+ = + = +

≤ = +

 



        (4) 

所以，由(1)~(4)知 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 3 2

1 2 32 1 1 1 3
R R Q Q Q Q Q Q

n d H d H

N H N H N H N H N H N H N H N H

R Q Q Q n

≤ +

= + + + + + + +

= − + − + − + + = −

 

这与定理 5 的条件矛盾。 
子情形二 Δ(B) = 0 
此时 B = 1，设 B = {x'}。取 x，y∈T-{u,v}(为了方便，不妨取这样的 x，y 满足|xPy|尽可能小，且设 x∈x1Py)，

由于 δ ≥ 3，所以|T| ≥ 3，所以存在 z∈T，其中 { },z x y∉ ，由于对称性不妨假设 z ∈ yPxp。由论断 1 知， 2 1y Pz+ − ≥ ，

取 1 3H x xx P+′= ≅ ， 2
2 2H y y K+ += ≅ 。由论断 1 知，H1与 H2不相邻。令： 

2 2 3
1 1 2 3, , pQ x Px Q x Py Q y Px+ + + += = =  

论断 4 ( ) ( )1 2R RN H N H =∅  
证明: 由论断 1 知 ( )2BN H =∅，易知 ( ) ( )- 1 - 2R B R BN H N H =∅ 。 
否则，若 ( ) ( )- 1 - 2R B R BN H N H ≠ ∅ ，设 ( ) ( )1 - 1 - 2R B R Bb N H N H∈  ，由 B 的选取知， ( )1x b E G′ ∉ ，所以 b1

至少与 x，x+之一相邻，若 b1x ∈ E(G)，那么存在更长(u,v)-路： 

( )( )1 1 1px Px x PyBxb y Px b y E G− + + + ∈  

( )( )2 2
1 1 1px Px x Py y yBxb y Px b y E G− + − + + + ∈  

得矛盾。 
若 ( )1b x E G+ ∈ ，那么存在更长(u,v)-路： 

( )1 1 1px PxByPx b y Px y b E G+ + + ∈  

( )2 2
1 1 1px PxByy y Px b y Px y b E G+ − + + + ∈  

得矛盾。 
所以： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 - 1 1 - 2 2 - 1 - 2R R R B B R B B R B R BN H N H N H N H N H N H N H N H= = ∅=      

论断 4 证毕。 
由论断 4 知： 

( ) ( ) ( ) ( ) { }1 2 1 2 1R R R RN H N H N H N H R x R′+ = ≤ − = −                          (5) 

论断 5 
a) ( ) ( ) ( ) { }1 1 1 2 1Q QN H N H V Q x+ +⊆ − ， ( ) ( )1 1 1 2Q QN H N H+ = ∅  
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b) ( ) ( ) ( ) { }( ) { }2
2 1 2 2 2 ,Q QN H N H V Q x y y− + + +⊆ −  ， ( ) ( ) { }2 1 2 2Q QN H N H y− −⊆  

c) ( ) ( ) ( ) { }2
3 1 3 2 3Q QN H N H V Q y− +⊆  ， ( ) ( )3 1 3 2Q QN H N H− = ∅  

证明：a) 显然 ( ) ( ) { }2
1 1 1QN H V Q x+ +⊆  ，显然 ( )1 1, Qx x N H+ ∉ ，所以 ( )2

1 1, Qx x N H+ + +∉ ，于是 

( ) ( ) { }( ) { } ( ) { }2 2
1 2 1 1,QN H V Q x x x V Q x+ + + + +⊆ − = − 。由论断 1 知， ( )1 2, Qx x N H+ ∉ ，故 ( ) ( ) { }1 2 1 ,QN H V Q x x+⊆ − 。

总之， ( ) ( ) ( ) { }1 1 1 2 1Q QN H N H V Q x+ +⊆ − 。 
假设存在 ( ) ( )2 1 1 1 2Q Qb N H N H+∈  ，因为 ( )1 1 1Qx N H+∉ ，所以 b2 ≠ x1。显然 ( )1 1Qx N H∉ ，所以 ( )1 1Qx N H+ +∉ ，

即得 b2 ≠ x+。由论断 1 知 ( )1 2Qx N H∉ ，所以 b2 ≠ x，因此 ( )2 1b V x Px+ −∈ 。此时有 2b−至少与 x'，x，x+之一相邻。

由论断 1 知 ( )2x b E G′ ∉ 。所以 2b−至少与 x，x+之一相邻，若 ( )2b x E G− + ∈ ，那么会存在更长 u,v-路： 

( )1 2 2 2px Pb x PyBxPb y Px y b E G− + + + ∈  

( )2 2
1 2 2 2px Pb x Py y BxPb y Px y b E G− + − + + + ∈  

得矛盾。 
若 ( )2b x E G− ∈ ，那么会存在更长(u,v)-路： 

( )1 2 2 2px Pb xByPx x Pb y Px y b E G− + − + + ∈  

( )2 2
1 2 2 2px Pb xByy y Px x Pb y Px y b E G− + − + − + + ∈  

得矛盾。 
b) 显然 ( ) ( ) { }( ) { }2

2 1 2QN H V Q x y− + +⊆ − ，由论断 1 知 ( )2
2 1, Qy y N H+ + ∉ ，所以 ( )2 1, Qy y N H+ −∉ ，于是 

( ) ( ) { }( ) { }2
2 1 2 , ,QN H V Q x y y y− + + +⊆ − 。由论断 1(b) ， ( )2

2 2Qx N H+ ∉ ，又因为 ( )2
2 2, Qy y N H+ + ∉ ，所以

( ) ( ) { }2 2
2 2 2 , ,QN H V Q x y y+ + +⊆ − 。总之 

( ) ( ) ( ) { } { }2
2 1 2 2 2 ,Q QN H N H V Q x y y− + + +⊆ −   

若 ( ) ( )2 1 2 2Q QN H N H− ≠ ∅ ，则存在 ( ) ( )3 2 1 2 2Q Qb N H N H−∈  。显 ( )2
2 1, , Qy y y N H+ + −∉ 。所以 { }2

3 , ,b y y y+ +∉ 。

由论断 1， ( )2
2 2Qx N H+ ∉ ，所以 b3 ≠ x+2。于是 ( )3

3b V x Py+ −∈ 。因为 ( )3 2 1Qb N H−∈ ，所以 ( )3 2 1Qb N H+ ∈ ，此时

必有 ( )3b x E G+ + ∈ (否则，若 ( )3b x E G+ + ∉ ，由论断 1 知， ( )3b x E G+ ′∉ 。所以必有 ( )3b x E G+ ∈ ，可得 

{ }3 1,3, , ,G x x x b K+ + ′ ≅  ，与无爪图矛盾)，但这样 G 有长于 P 的(u,v)-路： 

( )1 3 3 3px PxByPb x Pb y Px y b E G+ + + + ∈  

( )2 2
1 3 3 3px PxByy y Pb Pb y Px y b E G+ − + + + ∈  

得矛盾。 
c) 显然 ( ) ( ) ( ) { }2

3 1 3 2 3Q QN H N H V Q y− +⊆   
取 ( ) ( )4 3 1 3 2Q Qb N H N H−∈  ，显然 b4 ≠ v，所以 ( )3

4b V y Pv+ −∈ 。因为 ( )4 3 1Qb N H∈ ，又由论断 1， ( )4b x E G′∉ 。

所以 b4必与 x，x+之一相邻。若 ( )4b x E G+ ∈ ，则 G 有长于 P 的(u,v)-路： 

( )1 4 4 4px PxByPx b Py b Px y b E G+ + + + + ∈  

( )2 2
1 4 4 4px PxByy y Px b Py b Px y b E G+ − + + + + + ∈  

得矛盾。 
若 ( )4b x E G∈ ，那么得 { }4 1,3, , ,G x x x b K+ ′ ≅  ，与无爪图矛盾。 
论断 5 证毕。 
由论断 5(a)可知： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) { }
1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1

Q Q Q Q Q Q Q QN H N H N H N H N H N H N H N H

V Q x Q

+ + +

+

+ = + = +

≤ − = −

 

           (6) 

由论断 5(b)可知： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) { }( ) { } { }
2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2

2
2 2,

Q Q Q Q Q Q Q QN H N H N H N H N H N H N H N H

V Q x y y y Q

− − −

+ + + −

+ = + = +

≤ − + =

 



           (7) 

由论断 5(c)可知： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) { }
3 1 3 2 3 1 3 2 3 1 3 2 3 1 3 2

2
3 3 1

Q Q Q Q Q Q Q QN H N H N H N H N H N H N H N H

V Q y Q

− − −

+

+ = + = +

≤ = +

 



           (8) 

所以，由(5)~ (8)知 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 3 2

1 2 31 1 1 1
R R Q Q Q Q Q Q

n d H d H

N H N H N H N H N H N H N H N H

R Q Q Q n

≤ +

= + + + + + + +

= − + − + + + = −

 

这与定理 5 的条件矛盾。 
情形一证毕。 
情形二 { }, 1T u v− =  
由于 2T ≥ ，所以 u，v 至少有一个存在于 T。不妨设 v∈T，则存在 ( ),x v V B′ ′∈ ，使 ( )( ), ,xx vv E T V B′ ′∈ 。

由论断 1， { }2,v x x+ +∉ 。 
论断 6 { }2,u x x− −∉  
证明：如果 { }2,u x x− −∈ ，由论断 1(a)，u T∉ ，故 T = {x,v}，即 ( ) 2PN B = 。注意到 δ ≥ 3，可知|B| ≥ 2，所

以存在 1 2,t t B∈ 使得 ( )1 2t t E B∈ ，取 2
1H x x x− + += ， ( )2 1 2H t t E B= ∈ ，则 1 3H P≅ ， 2 2H K≅ 且 H1 与 H2 不相邻。

注意到 ( )1BN H =∅， ( ) ( )2RN H V B⊆ ，所以 ( ) ( )1 2R RN H N H =∅ 。于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }1 2 1 2 1 2 1 2| , 2R R R R R RN H N H N H N H N H N H R t t R=+ ≤ − −=+                 (9) 

显然 ( ) ( ) { }1 2 ,P PN H N H x v⊆ ，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }2
1 2 1 2 1 2| , , 2 1P P P P P PN H N H N H N H N H N H V P x x x P− + ++ + ≤ − += = −        (10) 

由(9)(10)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 2 1 3
R P R P

R R P P

n d H d H d H d H d H d H

N H N H N H N H R P n

≤ + + + +      
+ + + ≤ − + −= = −

=
 

这与定理 5 的条件矛盾。论断 6 证毕。 
由论断 6， 1 3x Px ≥ 。此时取 1H v vv−′= ， 2

2H x x− −= ，则 1 3H P≅ ， 2 2H K≅ 。如果 ( )vx E G− ∈ ，由论断 1
可得 { } 1,3, , ,G v v v x K− − ′ ⊆  ，得矛盾。类似可证 ( )2vx E G− ∉ 。结合论断 1 可知 H1与 H2不相邻。令： 

1 1 2, pQ x Px Q xPx−= =  

论断 7： ( ) ( )1 2R RN H N H =∅  
证明：由论断 1 知 ( )2BN H =∅， 
若 ( ) ( )1 2R RN H N H ≠ ∅ ，设存在 ( ) ( )1 1 2R Rc N H N H∈  ，使 ( )1c V B∉ ，于是 ( )1c v E G′∉ 。又 ( )1c v E G− ∉  
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(否则G有长于P的(u,v)-路 1 1 px Px c v PxBx− − 或 2
1 1 px Px c v Px x xBx− − + − 。故只有 ( )1c v E G∈ ，由论断1， ( )1,v v c v E G− −′ ∉ ，

又注意到 ( )1c v E G′∉ ，所以 { }1 1,3, , ,G v v c v K− ′ ≅  ，此与无爪图矛盾。论断 7 证毕。 
由论断 7 知： 

( ) ( ) ( ) ( ) { }1 2 1 2 1R R R RN H N H N H N H R v R′+ ≤ −= = −                         (11) 

论断 8 a) ( ) ( ) ( ) { }1 1 1 2 1Q QN H N H V Q x+ −⊆ − ， ( ) ( )1 1 1 2Q QN H N H+ = ∅  
b) ( ) ( ) ( ) { }( ) { }2 1 2 2 2Q QN H N H V Q x v− − −⊆ −  ， ( ) ( ) { }2

2 1 2Q QN H N H x⊆  
证明：a) 显然 ( ) ( )1 1 1QN H V Q⊆ ，注意到 H1与 H2不相邻，可知： ( )2

1 1, Qx x N H− − ∉ ，得 

( ) ( ) { }2
1 1 1 ,QN H V Q x x− −⊆ − 。因为 ( )2

1 2, Qx x N H− − ∉ ，所以 ( )1 2, Qx x N H− +∉ ，得 

( ) ( ) { }( ) { } ( ) { }1 2 1 1,QN H V Q x x x V Q x+ − −⊆ − = − 。 

总之， 

( ) ( ) ( ) { }1 1 1 2 1Q QN H N H V Q x+ −⊆ − 。 

如果 ( ) ( )1 1 1 2Q QN H N H+ ≠ ∅ ，则存在 ( ) ( )2 1 1 1 2Q Qc N H N H+∈  。因为 ( )1 1 2Qx N H+∉ ，所以 c2 ≠ x1。此时，必

有 ( )2c v E G− ∈ ，事实上：由 ( )2 1 1Qc N H∈ ，知 c2与 v'，v，v–之一相邻。由 { }, 1T u v− = ，知 ( )2c v E G′∉ ，如果

( )2c v E G∈ ，考虑 { }2, , ,G v v b v− ′  ，由无爪性及 ( )2,v v v c E G−′ ′ ∉ 即得 ( )2c v E G− ∈ 。结合论断 1 可知 { }2
2 ,c x x− −∉ ，

于是 ( )3
2 2c V x Px−∈ 。由 ( )2 1 2Qc N H+∈ ，知 2c− 与 x–，x–2之一相邻，可得长于 P 的(u,v)-路： 1 2 2 px Pc x Pc v PxBx− − − 或

2
1 2 2 px Pc x Pc v Px x xBx− − − + − ，得矛盾。 

b) 显然 ( ) ( ) { }2 1 2 ,QN H V Q v v−⊆ − 。注意到 H1与 H2不相邻，可知 ( )2 2, Qv v N H− ∉ ，所以 ( )2
2 2, Qv v N H− − −∉ ，

故 

( ) ( ) { }( ) { }2
2 2 2 ,QN H V Q x v v− − − −⊆ − ， 

总之 

( ) ( ) ( ) { }( ) { }2 1 2 2 2Q QN H N H V Q x v− − −⊆ −   

如果 ( ) ( )2 1 2 2Q QN H N H− ≠ ∅ ，设 ( ) ( )3 2 1 2 2Q Qc N H N H−∈  ，若 c3 ≠ x，则 ( )2
3 pc V x Px+ −∈ 。此时，必有

( )3c v E G− ∈ ，事实上：由 ( )3 2 1Qc N H∈ ，知c3与v'，v，v–之一相邻。由 { }, 1T u v− = ，知 ( )3c v E G′∉ 。如果 ( )3c v E G∈ ，

考虑 { }3, , ,G v v c v− ′ ，由无爪性及 ( )3,v v v c E G−′ ′ ∉ ，即得 ( )3c v E G− ∈ 。由 ( )3 2 2Qc N H−∈ ，知 3c+与 x–，x–2之一相

邻，可得长于 P 的(u,v)-路： 

1 3 3 px Px c Pv c PxBx− + − 或 2
1 3 3 px Px c Pv c Px x xBx− + − + − ，得矛盾。 

论断 8 证毕。 
由论断 8(a)可知： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) { }
1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1

Q Q Q Q Q Q Q QN H N H N H N H N H N H N H N H

V Q x Q

+ + +

−

+ = + = +

≤ − = −

 

         (12) 

由论断 8(b)可知： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) { }( ) { } { }
2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2

2 2 1

Q Q Q Q Q Q Q QN H N H N H N H N H N H N H N H

V Q x v x Q

− − −

− −

+ = + = +

≤ − + = +

 



        (13) 

所以，由(11)~(13)知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 1 21 { 1 1 1
R P R P

R R Q Q Q Q

n d H d H d H d H d H d H

N H N H N H N H N H N H R Q Q n

≤ + = + + +      

= + + + + + = − + − + + = −
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这与定理 5 的条件矛盾。 
综合以上两种情形，定理得证。 

3. 相关结果 

推论 1：设 G 是 n 阶 3-连通无爪图，如果 G 中任意两个分别同构于 P3和 K2的不相邻子图 H1，H2的度和

( ) ( )1 2d H d H n+ ≥ ，则 G 是 Hamilton 连通的。 
证明：因为 G 是 3-连通的，所以对于 G 中任意两点 u，v，{u,v}不构成割集,又由推论条件知 G 中任意两个

分别同构于 P3和 K2的不相邻子图 H1，H2的度和 ( ) ( )1 2d H d H n+ ≥ ，由定理 5 知，u，v 之间存在 Hamilton 路。

所以推论 1 得证。 
推论 2：设 G 是 n 阶 2-连通无爪图，δ(G) ≥ 3，如果 G 中任意两个分别同构于 P3和 2K 的不相邻子图 H1，

H2的度和 ( ) ( )1 2d H d H n+ ≥ ，则对于 G 中不构成割集的两点{u, v}，u，v 间存在 Hamilton 路。 
证明：对于G的任意两个分别同构于P3和K2的不相邻子图H1，H3，不妨设H3 = u1u2，那么 { }2 1 2 2,H u u K= ≅ ，

显然 H2是 H3的支撑子图，所以 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3d H N H N H d H= = = ，所以 

( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 2d H d H d H d H n+ = + ≥ 。 
所以由定理 5 知对于 G 中不构成割集的两点{u,v}，u，v 间存在 Hamilton 路。推论 2 证毕。 
推论 3：设 G 是 n 阶 2-连通无爪图，δ(G) ≥ 3，如果 G 中任意两个分别同构于 3K 和 K2的不相邻子图 H1，

H2的度和 ( ) ( )1 2d H d H n+ ≥ ，则对于 G 中不构成割集的两点{u,v}，u，v 间存在 Hamilton 路。 
证明：对于 G 的任意两个分别同构于 P3 和 K2 的不相邻子图 H3，H2，不妨设 H3 = u1u2u3，那么

{ }1 1 2 3 3, ,H u u u K= ≅ ，显然 H1是 H3的支撑子图，所以 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 3d H N H N H d H= = = 。 
所以 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2d H d H d H d H n+ = + ≥ 。 
所以由定理 5 知对于 G 中不构成割集的两点{u,v}，u，v 间存在 Hamilton 路。推论 3 证毕。 
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