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摘  要 

作为GARCH族模型的重要拓展模型之一，PGARCH模型的估计往往采用基于日度数据的拟极大似然估计

方法。为了探究高频信息对PGARCH模型估计的影响，基于Visser (2011)的研究，本文使用波动率代表

模型来整合高频数据，并使用拟极大指数似然估计方法(QMELE)对PGARCH模型进行估计，同时探究了

拟极大指数似然估计的渐近性质和模型估计效率的评判标准。模拟研究和实证分析证实，基于高频数据

的拟极大指数似然估计有效地提升了PGARCH模型的参数估计精度，这说明基于高频数据的拟极大似然

指数估计具有一定的应用价值。 
 
关键词 

PGARCH，高频数据，QMELE，波动率代表 

 
 

Quasi Maximum Exponential Likelihood  
Estimator of PGARCH Model Based on  
High Frequency Data 

Liyan Huang1, Xingfa Zhang1, Luoqian Wang2, Benlin Zhang3 
1School of Economics and Statistics, Guangzhou University, Guangzhou Guangdong 
2International Department, Affiliated High School of SCNU, Guangzhou Guangdong 
3Cheqiao Middle School, Huai’an Jiangsu 
 
Received: Jul. 25th, 2023; accepted: Aug. 15th, 2023; published: Aug. 29th, 2023 

https://www.hanspub.org/journal/sa
https://doi.org/10.12677/sa.2023.124111
https://doi.org/10.12677/sa.2023.124111
https://www.hanspub.org/


黄丽燕 等 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2023.124111 1086 统计学与应用 
 

 
 

Abstract 
As one of the important extended models of the GARCH family model, it is more common to use 
quasi maximum likelihood estimator to fit PGARCH model with daily data. Referring to Visser 
(2011), this article applies volatility representative models to integrate high-frequency data, and 
then uses the quasi maximum exponential likelihood estimator (QMELE) to fit the PGARCH model, 
so that we can explore the impact of high-frequency information on the estimation of the PGARCH 
model. Meanwhile, we establish the asymptotic properties of QMELE and the evaluation criteria 
for model estimation efficiency. Simulation research and empirical analysis have confirmed that 
QMELE with high-frequency data effectively improves the parameter estimation accuracy of the 
PGARCH model, which indicates that the QMELE based on high-frequency data has a certain appli-
cation value. 
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1. 引言 

波动率是描述了金融资产的收益率在特定时期内偏离均值的参数，可用来衡量金融资产收益的不确

定性，反应了金融资产的风险水平。Engel (1982)提出的自回归条件异方差(ARCH)模型和 Bollerslev(1986)
推广的广义自回归条件方差(GARCH)模型是刻画波动率的聚集性和时变性的经典模型[1] [2]。ARCH 模

型和 GARCH 模型中的方差函数的幂次项是平方的形式，但是 Engle (1982)在提出 ARCH 模型的时候就

指出，ARCH 模型中方差函数的二次幂的设定未必是最优的形式，为此他提出了 ARCH 模型的绝对值形

式。延续这种 ARCH 模型或 GARCH 模型的方差函数幂的变换方式，衍生了一系列 GARCH 模型的拓展

模型——PGARCH 类模型。例如，Higgins (1992)提出了非线性 ARCH 模型，Ding (1993)提出了 APARCH
模型，Diebolt 和 Guégan (1994)提出了 beta-ARCH 模型和 beta-GARCH 模型，Hwang 和 Kim (2004)提出

了Box-Cox PGARCH(1,1)模型(门限 PGARCH(1,1)模型)，Pan (2008)提出了Box-Cox PGARCH(p,q)模型(门
限 PGARCH(p,q)模型) [3] [4] [5] [6] [7]。本文将上述 ARCH 模型或者 GARCH 模型的方差函数的幂项参

数化的模型统称为 PGARCH 类模型。上述研究表明，GARCH 类模型的方差函数可以有不同的形式，

PGARCH 类模型将方差函数幂项参数化不仅能刻画金融数据的聚集性，而且更能考虑到异常值的情况[8]。
出于简洁性的考量，本文研究的模型为 PGARCH(1,1)，具体的模型结构如下： 

,n n nr zσ=                                        (1) 
2 2 2

1 1,n n nrδ δ δσ ω α βσ− −= + +                                  (2) 

其中，待估参数 0δ > ， 0ω > ， 0α > ， 0β > 。 nr 表示某标的资产第 n 天的日收益率。 nσ 表示第 n 天的

波动率。{ }nz 是一组期望为 0、方差为 1 的独立同分布的随机序列，且 nz 独立于 ( )s s nσ < 。当 1δ = 时，

PGARCH(1,1)模型则退化为传统的 GARCH(1,1)模型。PGARCH 模型是 GARCH 模型的简单变形，它将

GARCH 模型的方差函数的幂次项设为一个待估参数，这种设置为 PGARCH 模型的估计增加了难度。作
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为 GARCH 模型的拓展，PGARCH 模型其亦适用于资产波动性的分析和预测，对投资者的金融决策具有

借鉴意义。 
随着互联网技术的快速发展，高频数据的爆发式增长为波动率建模提供了更多的数据支持。如何使

用囊括了更多的价格波动信息的高频数据来提高低频模型的参数估计成为了热门课题。Visser (2011)利用

高频数据来研究了 GARCH 模型的拟极大似然估计(QMLE)：Visser (2011)通过构造波动率代表来对高频

数据进行加工，从而把高频信息整合到日频 GARCH 模型中，接着对模型采取拟极大似然估计(QMLE)，
并在实证中得到了参数估计精度有所提升的结论[9]。这为如何使用高频数据来提高模型拟合效果提供了

新途径。参考 Visser (2011)的研究，黄金山(2014)研究了 GARCH 模型的拟极大指数似然估计，证实高频

数据的使用提高了模型估计效率[10]。Huang (2015)参考 Visser (2011)使用高频数据对 GJR-GARCH 模型

进行 M 估计[11]。Fan (2017)基于日内高频数据研究了周期 GARCH 模型的季节性波动和建模过程[12]。
吴思鑫(2018)对非平稳的 GARCH 模型进行拟极大指数似然估计，并从平均绝对误差的角度得出 QMELE
优于 QMLE 的结论[13]。 

另一方面，Visser (2011)对 GARCH 模型进行估计时使用了拟极大似然估计(QMLE) [1]。拟极大似然

估计(QMLE)假设了模型的误差项{ }nz 的四阶矩存在，然而尖峰厚尾的金融数据使得四阶矩的条件不总是

成立，因此 QMLE 不总是得到令人满意的结果。为了解决这个问题，一种可行的方法是使用拟极大指数

似然估计(QMELE)替代拟极大似然估计方法。拟极大指数似然估计(QMELE)只需要模型的误差项{ }nz 的

二阶矩存在，相较 QMLE 来说 QMELE 条件更宽泛，QMELE 也更稳健。张兴发(2016)研究了一类特殊的

GARCH-M 模型的拟极大指数似然估计(QMELE)的局部参数估计，并给出了在较弱的矩条件下的 QMELE
的渐近正态性证明[14]。张童巍(2021)通过拟极大指数似然估计(QMELE)方法对 GARCH-M 模型和

DTGARCH 模型进行建模[15]。 
尽管使用高频数据对 GARCH 族模型建模成为常态，但是目前尚未有高频数据与 PGARCH 模型估计结

合的相关研究。于是本文在 GARCH 模型对幂项参数化这一模型变换规律的背景下归纳提出了 PGARCH
模型，然后参考 Visser (2011)的研究使用了日内高频数据对 PGARCH 模型进行估计，估计方法是拟极大

指数似然估计，接着探究了 QMELE 估计的渐近性质和模型估计效果好坏的判定准则。本文的文章结构

如下：第 1 节绪论，概况了本文的学术背景和研究意义，梳理了文章的脉络和思路；第 2 节介绍了本文

研究的 PGARCH 模型、日内尺度模型和波动率代表模型，给出 QMELE 估计方法的理论准备；第 3 节研

究了基于高频数据的 PGARCH 模型的 QMELE 估计及给出了 QMELE 的渐近性质；第 4 节和第 5 节分别

从模拟研究和实证分析的角度阐述 QMELE 估计方法的实用性；第 6 节是对文章的主要研究成果的总结。 

2. PGARCH 模型与高频信息 

2.1. 尺度模型 

PGARCH 模型(1)~(2)是一个由日间收益率刻画的日频的离散随机模型。为了引入高频数据，需要引

入日内连续的收益过程 ( )nR u 。参考 Visser (2011)，将每天的交易时间单位化到区间[0, 1]上，u 记为交易

时间的记号，那么 [ ]0,1u∈ 。根据记录下交易日内连续的交易价格变动情况，得到的 ( )nR u 为日内连续的

收益过程，从而构造的尺度模型： 
( ) ( ) ,0 1,n n nR u Z u uσ= ≤ ≤                                 (3) 

2 2 2
1 1,n n nrδ δ δσ ω α βσ− −= + +                                  (4) 

其中， ( )nR u 表示某资产第 n 天的日内收益率， ( )nZ u 是一组期望为 0、方差为 1 的独立同分布的随机序

列，且 ( )nZ u 独立于 ( )s s nσ < 。对于日内的收益过程来说，当天的波动率 nσ 是个常数。当可以看出，整

https://doi.org/10.12677/sa.2023.124111
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合了高频信息的尺度模型(3)~(4)包含了日频 PGARCH 模型(1)~(2)作为一个特例。当 1u = ， ( )1n nR r= ，

( )1n nZ z= ，尺度模型(3)~(4)即转化为了日频模型(1)~(2)。由于 QMELE 对 PGARCH 模型的矩条件要求

其一阶矩存在，因此需要假设日频的 PGARCH 模型(1)~(2)的残差项 1nE z = 。那么为保持模型的一致性，

日内尺度模型亦需要假设 ( )1 1nE Z = 。 

2.2. 波动率代表模型 

尽管尺度模型(3)~(4)的建立把日频的 PGARCH 模型和日内高频数据联系了起来，模型(3)~(4)还是无

法直接估计参数，因此需要进一步加工日内高频数据。参考 Visser (2011)，本节引入波动率代表。波动

率代表是关于日内高频数据非负的一元函数，它通过对日内的高频数据进行加工得到的统计量，常见的

波动率代表有已实现波动率，日内价格极差和日收益率的绝对值等。一般来说，波动率代表是非负的且

满足正齐性：对于任意的非零常数α 和日内收益率 ( )nR u 满足： 

( ) ( ) , 0.n nH R H Rα α α= >                                 (5) 

本文使用的波动率代表包括常见的已实现波动率和日收益率的绝对值，其中已实现波动率是已实现

方差的平方根，日收益率的绝对值由波动率代表的定义知也是一个特殊的波动率代表。 
那么由波动率代表的正齐性及模型(3)得 

( )( ) ( )( ) ( )( ).n n n n n nH H R u H Z u H Z uσ σ= = =                        (6) 

设 ( )( )nE H Z uµ = ，令 *
n nσ σ µ= ， ( )( )*

n nZ H Z u µ= 。那么将其带入(6)式得 

( )( ) ( )( ) * *.n
n n n n n n

H Z u
H H Z u Zσ σ µ σ

µ
= = ⋅ =                         (7) 

那么整合了高频信息的波动率代表模型可以写为： 
* *,n n nH Zσ=                                       (8) 

* * **2 * * 2 * *2
1 1 ,n n nrδ δ δσ ω α β σ− −= + +                                (9) 

其中， 0µ > ， *
nZ 是经过标准化的独立同分布的随机序列，满足 * 1nE Z = ，且 *

nZ 独立于 ( )*
s s nσ < 。比较模

型(1)~(2)和模型(8)~(9)，可以发现二者有着相似的结构形式。前者恰好是后者的一个特例，当 n nH r= 时，

1µ = ， *
n nz Z= ， *

n nσ σ= ，此时模型(8)~(9)可以写成模型(1)~(2)的形式。前者的待估参数为 ( ), , ,θ δ ω α β ′=

后者的待估参数为 ( )* * * * *, , ,θ δ ω α β ′= ，二者之间有以下的数量关系： 
* 2 * 2 * *, , , .δ δω ωµ α αµ β β δ δ= = = =                            (10) 

在对 PGARCH 模型进行 QMELE 估计时，先对模型(8)~(9)进行估计得到待估参数 *θ̂ ，再利用(10)的
等式关系即可得到日频的 PGARCH 模型的待估参数 θ̂ 。 

3. 参数估计 

3.1. 拟极大指数似然估计 

已知模型(1)~(2)的参数向量 ( ), , ,θ δ ω α β ′= ∈Θ，假定参数真值 ( )* * * * *
0 0 0 0 0, , ,θ δ ω α β ′= 是参数空间Θ的

一个内点。记 nF 是由{ }1 2, , ,n n nR R R− −  生成的前 n 期的信息集。那么 ( ) *
1|n n nE H F σ− = 。在给出基于拉普

拉斯分别的拟极大似然估计前，先引入辅助变量 nx 。记 nϕ 是由{ }1,1− 组成的独立同分布的随机变量。 nϕ
与模型(8)~(9)独立，且 ( ) ( )1 11 2n nP Pϕ ϕ= = = = 。令 n n nx Hϕ= ，那么 ( )1| 0n nE x F − = ， ( ) *

1|n n nE x F σ− = 。

基于可观测的值{ } 1

N
n n

r
=
，未知参数θ 的待估参数 *θ 的拟对数似然函数和 QMELE 估计量为： 

https://doi.org/10.12677/sa.2023.124111
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

* * *
1 2 3 * *

1

* *
* *

1

; , , , log

log ,

N
n

n n
n n

N
n

n
n n

x
L x x x

H

θ σ θ
σ θ

σ θ
σ θ

=

=

  
  = − +

  
  

  
  = − +

  
  

∑

∑



                     (11) 

( )* *ˆ arg max .nLθ θ=                                   (12) 

为了证明 *θ 的 QMELE 估计具有一致性和渐近正态性，需要作出以下基本假设： 
1) *

nZ 服从非退化的对称分布，且存在某些 0∆ > ，使得 nE Z ∆ < +∞ 和对于任何的 0µ > 有

{ }*2lim nn o
n P Z nµ−

→
≤ 。 

2) 参数空间 Θ是 4R 上的紧凑子集， *θ 是 Θ的内点。对于所有的 *θ ∈Θ ，都有李雅普诺夫指数

( )* 0γ θ < 。 
3) ( )*2 1nE Z = ，且 *4

nEZ < ∞。 
参考黄金山和陈敏(2014)的类似证明可得 *θ̂ 的渐进分布[10]： 

( ) ( )* * *
0 0
ˆ 0, , ,dN N Nθ θ− → Σ →∞                           (13) 

( )( ) ( ) 1* *2 *4 1 ,nE Z G θ
−

Σ = −                              (14) 

( ) ( )
( ) ( )2 * 2 *

0 0*
0 * *4 *,

0

1 .n n

i j
i jn

G E
σ θ σ θ

θ
θ θσ θ

 ∂ ∂
 =

∂ ∂  
                       (15) 

那么计算 G 中需要用到的 *2
nσ 对各个参数的偏导如下： 

* * * *
*

*2 * * 2 * *2 * * 1 2
1 1 *

1
,

1
i

n n n n i
i

r rδ δ δ δωσ ω α β σ α β
β

∞
−

− − −
=

= + + = +
− ∑                    (16) 

( )
*

*

1 1ln*2 *2

* *2 * * * *

lne , ,
1

nC
n n n n n

n

C k C
C

δ
δσ σ

δ δ δ ω δ β

−
 ∂ ∂

= − + = ∂ ∂ − 
                     (17) 

**
1 1

* 1 2
*2

1
* * ,

i
n n i

in

C r δδ β
σ
α δ

∞−
−

−
=

 
 ∂  =

∂

∑
                              (18) 

( )
( )

**
1 *1

* 2 2
2*1*2

* *

1
1

.

i
n n i

i
n

C i r δδ ωβ
βσ

β δ

∞−
−

−
=

 
 − +
 −∂  =

∂

∑
                       (19) 

在上述式子中，
*

*
* * 1 2

*
11

i
n n i

i
C r δω α β

β

∞
−

−
=

= +
− ∑ ，

** * 1 2 2

1
lni

n n i n i
i

k r rδα β
∞

−
− −

=

= ∑ 。 

记参数 ( )* * * * *ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , ,θ δ ω α β ′= 的渐近方差为 ( )*2 * 2 * 2 * 2
δ ω α βσ σ σ σ ′
, , , ，那么模型(3)~(4)的参数 ( )ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , ,θ δ ω α β ′=

的渐近分布分别为： 

( ) ( )*2
0

ˆ 0, ,LN δδ δ σ− →                               (20) 
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( )
* 2

0 4
ˆ 0, ,LN ω

δ

σ
ω ω

µ
 

− → 
 

                             (21) 

( )
* 2

0 4
ˆ 0, ,LN α

δ

σ
α α

µ
 

− → 
 

                             (22) 

( ) ( )* 2
0

ˆ 0, .LN ββ β σ− →                               (23) 

3.2. 日频参数的估计 

由 QMELE 方法估计得到 PGARCH 模型参数的估计值 ( )* * * * *ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , ,θ δ ω α β ′= ，结合公式(10)，即可得到

θ 的一个估计。由于 *δ δ= ，可将 *δ 视为一个常数来对 µ 进行估计。由等式 *
n nσ σ µ= ，可得 µ 的一个估

计量： 

*

1

1 ,
N

n n
nN

µ σ σ
=

= ∑                                     (24) 

其中 *
nσ 表示经高频数据估算得到的波动率， nσ 表示经 n nH r= 估计得到的波动率。那么 PGARCH 模型

(1)~(2)的参数为： 
* * 2 * 2 *ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , , .δ δδ δ ω ω µ α α µ β β= = = =                         (25) 

由 3.1 的研究可知，模型的估计效率由残差项 *2
nZ 决定：当 ( )*2

nE Z 越小，参数估计的方差 *Σ 也越小，

估计就越有效。因此我们可以通过比较 ( )*2
nE Z 的大小来判断基于不同的波动率代表的估计精度。通过推

导，可以发现 ( )*2
nE Z 大小与 MH 值的大小成正比关系： 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

2 22

*2
2 .nn n

n
n n

E H Z uH Z u H Z u
E Z E E

E H Z u E H Z uµ

        =   = =          

             (26) 

考虑到 nσ 和 nZ 的独立性， nH 是非负的，则有： 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) .n n n n n n nE H E H Z u E E H Z u E E H Z uσ σ σ = = =             (27) 

令 ( ) ( ) 22
n nc E Eσ σ =   ，显然 c 是一个大于 0 的常数。当我们通过乘以常数 c 来变换方差方程(26)

时，我们可以导出如下统计量： 

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2
*2

2 2 2 .n n n
n

n nn

E H Z u E E H
E Z c

E E HE H Z u

σ

σ

  ⋅ = ⋅ =
         

                   (28) 

显然(26)式和(28)式成正比关系，将(28)式定义为新的统计量 MH： 

( )
( )

2

2MH .n

n

E H

E H
=
  

                                  (29) 

此时寻找参数的渐进方差最小的问题就转换为最小的统计量 MH 问题。当 MH 值越小，方差越小，

估计精度越高，估计越有效。 

4. 模拟研究 

本节通过数值模拟来检验 QMELE 的实用性：对建立起的 PGARCH 模型采用 QMELE 方法估计，然后
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从估计参数结果的偏差、标准差和 MH 均值的角度来评价估计效果。上述实验的重复 1000 次。为了达到

模拟的效果，首先需要建立日内的标准化随机过程 ( )nZ u ，这里使用平稳的 Ornstein-Uhlenbeck 过程建模： 

( ) ( )( ) ( ) ( )2d d d ,n n nu u u u B uϕ σΓ ΓΓ = − Γ − +                         (30) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]1d exp d , 0,1 ,n n nu u B u uΨ = Γ ∈                          (31) 

( ) ( ) ( )1 , .n n nm E Z u u m= Ψ = Ψ                              (32) 

其中， 1 2ϕ = ， 1 4σΓ = ， 1 16µΓ = − 。两个布朗运动 ( )1
nB 和 ( )2

nB 是不相关的。 ( )0 0nZ = ， ( )0nΓ 从平稳

分布 ( )2,N µ σΓ Γ 中随机产生。 [ ]0,1u∈ ，日内的交易时间[0, 1]被划分为 240 个等份区间，每个等分区间对

应交易日的 1 分钟频率的交易数据，每五个等分区间对应交易日的五分钟频率的交易数据。以此类推，

得到离散化的日内标准过程 ( )nZ u 。式子(32)使得模型满足 ( ) 1nE Z u = 。模拟实验中模型(3)~(4)中的参

数真值 0θ 设为： ( )0.8,0.2,0.3,0.55 ′。 
本节选择了频率为 5 分钟、10 分钟、15 分钟、30 分钟的已实现波动率和日收益率的波动率代表，

分别记为 RV5，RV10，RV15，RV30， nr 。如果不特指哪种波动率代表，本文中用到高频数据的波动

率代表则使用 RV 表示。比如，10 分钟频率的高频数据算得的已实现波动率的计算方式如下： 

( ) ( )( )( )
1

24 2

10 1 10
1

RV10 ,n n n i n i
i

H R u R u∗ − ∗
=

 = = −  
∑                        (33) 

其中，设置初值 ( )0 0nR = ， ( ){ }240

1n i i
R u

=
表示生成的日内收益率序列。为了与基于高频数据的估计做对比，

这里使用了波动率代表 n nH r= ，此时表示使用日频数据对模型进行估计。 
在一次模拟中，样本量分别设置为 500，1000 和 1500 天。实验重复 1000 次。对于选定的波动率代

表，一次模拟中 MH 的估计值如下： 



2 2
2 2

1 1 1 1

1 1MH .
N N N N

n n n n
n n n n

H H N H H
N N= = = =

     = =     
     

∑ ∑ ∑ ∑                    (34) 

模拟的结果如表 1 所示。表 1 给出基于 QMELE 估计的偏差、标准差、MH 均值，其中 Mean.MH 是

1000 次重复实验中 MH 值的平均数，用于判断参数估计效率。 
从表 1 可以看出，所有参数估计的偏差和标准差都随着样本量的增加而逐渐变小，这符合一致估计

的特性。在相同样本量下，与 nr 相比，通过高频数据的波动率代表 RV 估计得到的参数偏差和标准差明

显变小。这说明基于高频数据的波动率代表的估计优异于基于 nr 的估计。另一方面，如果比较基于高频

数据的已实现波动率的估计标准差，那么可以发现随着抽样频率的增加，估计的标准差越小。这说明了

基于 QMELE 估计，更高频的信息的引入带来了更精准的估计结果，侧面说明了基于 QMELE 的估计波

动率代表模型能够更有效地诠释了高频数据携带的金融市场信息，进而更好地刻画 PGARCH 模型。比较

不同的 Mean.MH 值，RV 的 Mean.MH 值都比 nr 的小，该角度也证明了基于高频信息的参数估计效率有

所提高。表 1 中样本量 N = 500 时，Mean.MH 最小值出现在 RV5 的情况下，这说明此时的估计最有效。

表 1 中样本量 N = 1000 时，Mean.MH 最小值出现在 RV5 的情况下，这说明此时的估计最有效。样本量

N = 1500 时，得到同样的结果。参数的估计标准差最小时，与之对应的 Mean.MH 值也最小，说明上一节

讨论的最优波动率代表评判标准是合理的。综上所述，基于高频信息的已实现波动率(RV)比基于日频信

息的 nr 的估计效果好，基于高频数据的 QMELE 能有效地刻画 PGARCH 模型，高频数据的使用使得

PGARCH 模型的估计精度有所提高。 
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Table 1. Bias, standard deviation, average of MH based on QMELE 
表 1. 基于 QMELE 估计的偏差、标准差、MH 均值 

( )0 0.8,0.2,0.3,0.55θ ′=  nr  RV30 RV15 RV10 RV5 

N = 500 

δ 

Bias 

0.0773 0.0160 0.0091 0.0076 0.0081 

ω 0.0144 −0.0010 −0.0014 −0.0014 −0.0018 

α −0.0112 −0.0083 −0.0071 −0.0072 −0.0075 

β −0.0276 −0.0055 −0.0045 −0.0041 −0.0039 

δ 

SD 

0.3554 0.1408 0.1130 0.1046 0.0955 

ω 0.0651 0.0296 0.0251 0.0238 0.0223 

α 0.0623 0.0322 0.0287 0.0276 0.0268 

β 0.0978 0.0410 0.0338 0.0307 0.0286 

Mean.MH 3.7701 1.5610 1.5046 1.4862 1.4691 

N = 1000 

δ 

Bias 

0.0254 0.0024 0.0003 0.0002 0.0008 

ω 0.0110 0.0006 −0.0003 −0.0003 −0.0006 

α −0.0079 −0.0037 −0.0028 −0.0023 −0.0024 

β −0.0123 −0.0024 −0.0019 −0.0023 −0.0023 

δ 

SD 

0.2223 0.0879 0.0748 0.0672 0.0637 

ω 0.0423 0.0212 0.0180 0.0171 0.0160 

α 0.0406 0.0230 0.0205 0.0201 0.0196 

β 0.0651 0.0269 0.0228 0.0210 0.0189 

Mean.MH 2.2107 1.5899 1.5315 1.5153 1.4992 

N = 1500 

δ 

Bias 

0.0080 0.0008 −0.0009 −0.0005 −0.0006 

ω 0.0063 −0.0003 −0.0008 −0.0008 −0.0009 

α −0.0043 −0.0024 −0.0018 −0.0020 −0.0021 

β −0.0061 −0.0013 −0.0009 −0.0008 −0.0007 

δ 

SD 

0.1684 0.0700 0.0586 0.0536 0.0502 

ω 0.0339 0.0176 0.0149 0.0143 0.0134 

α 0.0326 0.0187 0.0169 0.0164 0.0161 

β 0.0521 0.0227 0.0187 0.0172 0.0159 

Mean.MH 1.4048 1.6258 1.5631 1.5445 1.5262 
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5. 实证分析 

在本节中，将上述 QMELE 方法应用到实例上，使用的数据源是从 2016 年 6 月 28 日到 2020 年 8 月

4 日的上证指数(000001)。该数据集包含 1000 个交易日的 5 分钟间隔的收盘价格信息，每天的观测值总

共 48 个。记上证指数第 n 天的日内收益价格为 ( )nP u ，其中 1,2, ,n N=  ， [ ]0,1u∈ 。当 1u = 时， ( )1nP 表

示第 n 天的收盘价格。那么日内收益率的计算方式如下： 

( ) ( ) ( )1log log 100.n n nR u P u P u− = − ×                            (35) 

图 1 给出了上证指数的每日收盘价格时序图、日收益率和 5 分钟收益序列图，时间跨度是 1000 个交

易日。其中图 1(a)图刻画了上证指数的每日收盘价格走势，图 1(b)图刻画了交易日的日收益率的走势，

图 1(c)图刻画了交易日内的平均的 5 分钟收益率的走势。可以看出，图 1(a)~(c)三幅图的波峰和波谷出现

的位置接近；图 1(b)，图 1(c)图中显示上证指数的日收益率和 5 分钟收益率存在聚集性，大的波动率往

往紧接着大的波动率，图中显示为平稳序列。 
 

 
Figure 1. Sequence diagram of daily closing price, daily yield, and 5-minute yield 
of the Shanghai Composite Index over 1000 trading days 
图 1. 1000 个交易日的上证指数的日收盘价格、日收益率合 5 分钟收益率

的序列图 

 
进行参数估计时，本节采用了频率为 5 分钟、10 分钟、15 分钟、30 分钟的波动率代表和日收益率的波

动率代表。图 2 分别是基于日收益率、5 分钟收益率、15 分钟收益率和 30 分钟收益率的波动率代表时序图。

可以看出基于高频数据计算的波动率代表走向相似，且与基于日收益率的波动率代表相比，其值相对远离 0。 
本节应用 QMELE 方法对 PGARCH 模型进行拟合，采用不同频率的波动率代表的估计结果如表 2 所

示。表 2 中展示了基于不同的波动率代表估计得到的参数值、残差项平方的期望和 MH 值。基于第 4 节

的结论，MH 值和残差项平方的期望最小时的估计最有效，因此最优的估计结果是基于 RV5 的估计。由

表 2 可知，残差项平方的期望越小，MH 值也越小，这与第 4 节的结论是一致的。同时，随着高频信息

的增加，MH 和残差项平方的期望也逐渐减少，这说明随着高频信息的增加基于 QMELE 的估计的精度

随之提升。 
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Figure 2. Time series chart of volatility proxy 
图 2. 波动率代表时序图 

 
表 3 给出了 QMELE 估计的参数的渐近方差。可以看出，整合了高频信息的估计的参数的渐近方差

都有所减少，尤其在 PGARCH 模型的幂项参数的估计的效率的增进更为明显。 
那么根据表 2 和表 3，最优的模型是基于 RV5 拟合得到的 PGARCH 模型，即： 

2.1112 2.1112 2.1112
1 10.0409 0.0494 0. .8117n n nrσ σ− −= + +  

 
Table 2. Estimation of different volatility proxy 
表 2. 基于不同波动率代表的估计结果 

 nr  RV30 RV15 RV10 RV5 

δ 0.6547 0.7568 0.9013 1.0198 1.0556 

ω 0.0077 0.0403 0.0428 0.0454 0.0409 

α 0.0558 0.0700 0.0616 0.0506 0.0494 

β 0.9257 0.8410 0.8212 0.8069 0.8117 

MH 2.1778 1.3138 1.2371 1.2181 1.2148 

( )*2
nE Z  1.9302 1.2169 1.1455 1.1353 1.1245 

 
Table 3. Asymptotic variance of estimated parameter with different volatility proxy 
表 3. 基于不同波动率代表的参数估计的渐近方差 

 nr  RV30 RV15 RV10 RV5 

AD(δ) 0.2269 0.0010 0.0032 0.0004 0.0006 

AD(ω) 0.0073 0.0005 0.0006 0.0006 0.0002 

AD(α) 0.0883 0.0007 0.0003 0.0003 0.0004 

AD(β) 0.1320 0.0015 0.0020 0.0009 0.0005 
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6. 小结 

本文在传统的日频 PGARCH 模型的框架上，研究了日频数据和高频数据对模型参数估计的影响。特

别地，文中使用了波动率代表来整合高频信息，从而研究高频数据对模型估计的影响。本文使用了拟极

大指数似然估计方法(QMELE)对 PGARCH 模型进行拟合，并讨论了 QMELE 方法下的估计量的渐近性质

和估计效率的判定准则，从而比较日频数据和高频数据对模型拟合的影响。而模拟研究表明，本文所使

用的波动率代表在模型估计上有很好的表现，引入高频信息有助于提高 PGARCH 模型的估计精度。实证

分析中使用了上证指数进行分析，结论支持了模拟研究中得到的结论，并发现 QMELE 是能明显地表现

出高频数据提高了 PGARCH 模型参数估计，得到的波动率也更为可靠。 
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