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摘  要 

本研究构建了一类周期环境下具有疫苗接种和无症状感染的SVEAIR型传染病模型。通过计算模型的基本

再生数，我们建立了用于判定疾病是否流行的阈值理论。为了深入了解模型的全局动力学行为，我们借

助于阈值理论给出了疾病灭绝性和一致持久性条件。证明了当基本再生数 R0 1< 时，模型的无病平衡点

是全局渐近稳定的；当基本再生数 R0 1> 时，模型存在唯一的正周期解且疾病持续存在。最后通过数值

模拟验证了模型的主要结果，这一研究为理解和控制此类周期传染病的传播提供了重要的理论基础。 
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Abstract 
This study proposes a SVEAIR-type infectious disease model in a periodic environment, incorpo-
rating both vaccine coverage and asymptomatic infections. By calculating the model’s basic re-
production number, we establish a threshold theory to determine whether the disease becomes 
endemic. To gain a deeper understanding of the global dynamics of the model, we utilize the thre-
shold theory to provide conditions for disease extinction and persistence. It is demonstrated that 
when the basic reproduction number is less than 1, the disease-free equilibrium point of the mod-
el is globally asymptotically stable; when the basic reproduction number is greater than 1, the 
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model exhibits a unique positive periodic solution, indicating the persistence of the disease. Fi-
nally, the main results of the model are verified by numerical simulation, which provides an im-
portant theoretical basis for understanding and controlling the spread of such periodic infectious 
diseases. 
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1. 引言 

作为传染病的一种重要类型，周期传染病是指在一定时间间隔内重复爆发的传染病，如流感、麻疹、

百日咳、脊髓灰质炎等[1] [2] [3]。此类传染病的出现和消退都具有一定的规律性，这种规律性往往与特

定因素相关，如季节性气候变化、社会经济因素、人口流动、疫苗接种覆盖率、病毒变异等。理解周期

传染病的特性，掌握其病毒的传播规律，对于预防和控制这些疾病的爆发具有重要的意义。 
建立周期传染病数学模型可以对疾病传播的生物学和社会机理作清晰描述，且模型的动力学分析是

对此类传染病进行理论性定量研究的一种重要方法。针对周期传染病模型的基础理论，Bacaër 等[4]提出

了周期环境中基本再生数的一般定义；Wang 等[5]建立了基于周期性环境的大隔间传染病模型的基本繁

殖比及其计算公式；白振国等[6]给出了基于常微分方程、时滞微分方程、偏微分方程、差分方程和脉冲

微分方程所描述周期模型的基本再生数的具体定义。在具体的研究应用上，Greenhalgh 等[7]基于季节性

变化的传播率，建立了一类 SIRS 型传染病模型，研究了四类儿童传染病的周期性；Zhao 等[8]则建立了

周期环境中一大类时滞分隔种群模型的基本再生数理论，并应用于一个具有潜伏期的周期 SEIR 模型。同

样针对时滞问题，Qiang 等[9]针对一大类概周期和时滞的仓室模型建立了基本再生数理论，数值模拟表

明延长潜伏期的长度有利于疾病的控制；纳仁花等[10]研究了一类具有阶段结构的时滞周期传染病模型，

并讨论了忽略时滞因素对传染病传播的影响。另外，汪金燕等[11]考虑固定时刻脉冲式接种策略，建立了

具有周期传染率的传染病动力学模型，并分析了疾病消除和一致持久参数阈值。 
基于上述理论工作，本文主要考虑疫苗接种的时效性与季节性传染的周期性，建立一类非自治周期

传染病模型。另外，模型还考虑了无症状感染者及无症状感染转为有症状感染者等情况，将人群分为易

感人群(S)、疫苗接种人群(V)、潜伏人群(E)、无症状感染人群(A)、有症状感染人群(I)和康复人群(R)六个

隔间。本文结构如下：在第二节中，我们建立了一类 SVEAIR 非自治系统用以刻画此类周期传染病的传

播动态，并验证了系统的正不变性与解的有界性。在第三节中，首先定义了基本再生数，进而根据这一

阈值建立了全局动力学的阈值理论。在第四节中，借助 Matlab 软件对模型进行数值模拟，并验证了主要

理论结果。 

2. SVEAIR 周期传染病动力学模型 

2.1. 系统建立 

将 t时刻总人口数记为 ( )N t ，分为易感者 ( )S t 、疫苗接种者 ( )V t 、潜伏者 ( )E t 、无症状感染者 ( )A t 、
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有症状感染者 ( )I t 及康复者 ( )R t 。基于疫苗接种策略与传染病的季节性，作出如下假设： 
1) 不考虑人口迁移，t时刻总人数为六个仓室人数之和，即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )N t S t V t E t A t I t R t= + + + + + ； 
2) 考虑疫苗的时效性，即随着时间推移，疫苗保护力下降甚至失效，接种者 ( )V t 转化为潜伏者 ( )E t ； 
3) 考虑季节性传播，传染病传播率随着季节的变化而波动，即传播率表示为周期函数。 
基于上述假设，建立了一类 SVEAIR 周期传染病模型，传 a 染病仓室转化图如下： 

 

 
Figure 1. Warehouse diagram of SVEAIR model 
图 1. SVEAIR 模型的仓室图 

 

根据图 1，SVEAIR 周期传染病模型的微分方程形式如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

1

2

1 2

1

2

1 2

1

S t t S A I p S

V t pS t V A I V

E t t S A I t V A I E

A t qE A

I t q E A I

R t A I R

β µ

β µ

β β σ µ

σ γ α µ δ

σ δ γ α µ

γ γ µ

′ = Λ − + − +

′ = − + −

′ = + + + − +

′ = − + + +

′ =








− + − + +

′ = + −







                     (1) 

假设所有参数为正，易感者与疫苗接种者的传播率系数为周期函数(周期为ω )，分别记为 ( )1 tβ 和

( )2 tβ 。另外，Λ表示人口常数输入；p 表示易感者的疫苗接种率；µ表示自然死亡率；σ 表示潜伏者转

化为感染者比率；q 表示潜伏者经感染转化为无症状感染者的比例；δ 表示无症状转化为有症状感染者比

率；α表示染病者的因病死亡率； 1γ 表示无症状感染者的康复率， 2γ 表示有症状感染者的康复率。 

2.2. 正不变性与解的有界性 

由 Smith-Waltman 不变性原理[12]易证系统(1)的正不变性，且可以推知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )N t N t A t I t N tµ α µ′ = Λ − − + ≤ Λ −    

因此，得到系统(1)的可行域为： 

( ): , , , , , | , , , , , 0,0G S V E A I R S V E A I R S V E A I R
µ

 Λ
= ≥ ≤ + + + + + ≤ 
 

 

定理 1 G 是系统(1)的正向不变集。 
证明 由系统(1)得，总人口 ( )N t 满足以下方程 

( ) ( )N t N tµ′ ≤ Λ −  
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考虑方程 ( ) ( )N t N tµ′ = Λ − ，其过初值 ( )0N t 的解为 

( ) ( ) ( )0
0 e t tN t N t µ

µ µ
− − Λ Λ

= + − 
 

 

可以推出 ( )lim
t

N t
µ→+∞

Λ
= ，因此由比较定理[13]可得 ( )N t

µ
Λ

≤ ，即证 G 是系统(1)的正向不变集。 

设 ( )Z t 是一个 n n× 阶的周期的矩阵值函数，且它是连续的、合作的、不可约的，它的周期为 0ω > ，

定义 ( )Z tΦ 为线性常微分方程 

( )x Z t x′ =                                        (2) 

的基解矩阵，并记 ( )( )Zr ωΦ 为的 ( )Z ωΦ 谱半径。通过 Perron-Frobenius 定理知， ( )( )Zr ωΦ 为 ( )Z ωΦ

的主特征值，且它是简单的并且只有一个严格正的特征向量。为了便于后文讨论，现给出以下引理。 

引理 1 [5] 令 ( )( )1 ln Zrϕ ω
ω

= Φ ，那么存在一个正ω -周期函数 ( )v t ，使得 ( )e tv tϕ 为方程(2)的一个解。 

3. 动力学分析 

3.1. 基本再生数 

通过简单计算，易知系统(1)始终存在无病平衡点： 

( ) ( )0 0 0 0 0 0 0, , , , , , ,0,0,0,0pP S V E A I R
p pµ µ µ

 Λ Λ
= =   + + 

 

按照文献[5]中的分类方式，将系统仓室重排为 ( )T
1 6, ,x x x=  ，其中感染仓室为 ( ) ( )1 2 3, , , ,x x x E A I= ，

未感染仓室为 ( ) ( )4 5 6, , , ,x x x S V R= 。定义 { }: 0 : 0, 1,2,3S iX x x i= ≥ = ∀ = 为所有无病状态集合，再令： 

( ),i t x ：第 i 仓室新感染个体输入率； 

( ),i t x+ ：第 i 仓室个体通过其他方式的输入率(如出生率、移民率)； 

( ),i t x− ：第 i 仓室个体输出率(如死亡率、康复率、移民率)。 
因此，周期传染病模型由一个非自治常微分系统控制： 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , 1, ,6i i i ix t t x t x f t x i′ = − =    

其中 i i i
− += −   。系统(1)可写为： 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

1

2

1

2

1 2

1

t S A I t V A I E
qE A
q E A I

t S A I p S
pS t V A I

t

V
A I R

x

β β σ µ
σ γ α µ δ

σ δ γ α µ
β µ

β µ
γ γ µ

+ + + − +
− + + +

− + − + +
Λ − + − +

−

 
 
 
 ′ = = − 
 
 
 + − 

+ −

   

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2

1

2

1

2

1 2

0
10

0
0

,

0

Et S A I t V A I
A qE

I q E A
t S A I p S

t V A I V pS
R A I

σ µβ β
γ α µ δ σ

γ α µ σ δ
β µ
β µ

µ γ γ

++ + +
+ + + −

+ + − − −
+ +

           = =              

+ −Λ
+ + −

− −

   
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( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
1

2

1

2

1 2

0

,
1

E
A qE

q E AI

t S A I p S
t V A I V

A IR

pS

σ µ
γ α µ δ σ

σ δγ α µ

β µ
β µ

γ γµ

− +

   
   
   
   
   = =
   
   
   


+

+ + +

− ++ +

Λ+ + +

  
  +

+ +

   

定义 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

0 0 00
, , ,

0 0x x

V tF t
D t x t D t x t

J t M t
  

= =    −   
   

其中 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

1 0 2 0 1 0 2 0

1

2

0 0 0
0 0 0 , 0
0 0 0 1

t S t V t S t V
F t V t q

q

β β β β σ µ
σ γ α µ δ

σ δ γ α µ

+ + +   
   = = − + + +   

   − − − + +  

 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )1 0 1 0

2 0 2 0

1 2

0 0 0
0 , 0
0 0 0

t S t S p
J t t V t V M t p

β β µ
β β µ

γ γ µ

− +   
   = = −   
   − − −   

 

令 ( ), ,Y t s t s≥ 为线性ω -周期系统 ( ) ( )y t V t y′ = − 的矩阵解，也即对于任意的 s∈，3 × 3 的矩阵

( ),Y t s 都满足 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,Y t s V t Y t s t s Y s s I′ = − ∀ ≥ =
 

其中 I 是 3 × 3 阶的单位矩阵。为了描述基本再生数，引入线性–周期系统 

( ) ( ) ( ) ,
F t

t V t tω ω
λ

 
′ = − + ∈ 

 
                               (3) 

其中λ ∈。令 ( ), , , ,W t s t s sλ ≥ ∈为系统(3)在 3 上的演化算子，显然 ( ) ( ),0,1 , 0F V t W t t−Φ = ∀ ≥ 。
 

令Cω 为从到 3 范围内的所有ω -周期函数的有序 Banach 空间，该空间具有最大范数  和正锥

( ){ }: : 0,C C t t Rω ωφ φ+ = ∈ ≥ ∀ ∈ 。由文献[5]，定义线性算子 :L C Cω ω→  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, d , ,L t Y t t a F t a t a a t Cωφ φ φ
∞

= − − − ∀ ∈ ∈∫   

其中，L 称为下一代感染算子，定义基本再生数为： ( )0R r L= ，即 L 的谱半径。 

显然系统(1)满足文献[5]中的条件(A1)~(A5)，现证明(A6)与(A7)。 

先证 ( )( ) 1Vr ω−Φ < 。令 V−Ψ 为 ( )d
d
z V t z
t
= − 的基解矩阵，单值矩阵 ( ) ( ) ( )0V V Vω ω−

− − −Φ = Ψ Ψ 。矩阵

V− 的特征值为 ( )1 1λ γ α µ δ= − + + + ， ( )2 2λ γ α µ= − + + ， ( )3λ σ µ= − + ，对应的特征向量为： 

( ) ( )

TT
T2 1 1 1 1

1 2 3
2

0, ,1 , 0,0,1 , ,1, q q q
q q

γ γ δ γ α δ σ σ α δ γ σ α γξ ξ ξ
δ σ α γ σ

 − − + + − + + + − − − = = =     + −   
 

因此， 

( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 2 3 3e e et t tz c c cγ α µ δ γ α µ σ µξ ξ ξ− + + + − + + − += + +  
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故： 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

1

1 2

1

2 1

1 1

2

0 0 e

e 0 e

e e e

t

t t
V

t t t

q

t

q q q
q

σ µ

γ α µ δ σ µ

γ α µ δ γ α µ σ µ

γ α δ σ
σ

γ γ δ
δ

σ α δ γ σ α γ
α γ σ

− +

− + + + − +
−

− + + + − + + − +

+ + − 
 
 

− − Ψ =  
 + + + − − −
  + − 

 

进一步， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 20 e ,e ,eV V V diag γ α µ δ ω γ α µ ω σ µ ωω ω − + + + − + + − +−
− − −Φ = Ψ Ψ =

 

因为 1 2, , , , , 0γ γ α µ σ δ > ，即证得 ( )( ) 1Vr ω−Φ < ，同理可证 ( )( ) 1Mr ωΦ < 。 

引理 2 [5] 若条件(A1)~(A7)成立，则有以下论断： 

1) 若 ( )( ),0, 1r W ω λ = 有一个正解 0λ ，则 0λ 仅是 L 的特征值，且 0 0R > ； 
2) 若 0 0R > ，则 0Rλ = 是 ( )( ),0, 1r W ω λ = 唯一的解； 
3) 0 0R = 当且仅当 ( )( ),0, 1, 0r W ω λ λ< ∀ > 。 
由上述讨论，结合文献[5]中定理 2.2，我们得到了系统(1)中无病平衡点 0P 的局部稳定性结果。 

定理 2 以下论断成立： 

1) 0 1R = 当且仅当 ( )( ) 1F Vr ω−Φ = ； 
2) 0 1R > 当且仅当 ( )( ) 1F Vr ω−Φ > ； 
3) 0 1R < 当且仅当 ( )( ) 1F Vr ω−Φ < 。 
其中， ( )F V ω−Φ 是线性ω -周期系统的单值矩阵。因此，系统(1)的无病平衡点 0P 在 0 1R < 时是局部渐

近稳定的，在 0 1R > 时是不稳定的。 

3.2. 无病平衡点的全局稳定性分析 

定理 3 当 0 1R < 时，系统(1)的无病平衡点 0P 全局渐近稳定。 

证明 当 0 1R < 时，由定理 2 知 0P 的局部稳定性，现只需证明系统(1)的全局吸引性。由系统(1)的第

一、二个方程与解的非负性知： ( ) ( )S t p Sµ′ ≤ Λ − + ， ( )V t pS Vµ′ ≤ − 。因而，对 0τ∀ > ， 1 0t∃ > ，使

得当 1t t> 时，有 ( ) ( )0 0,S t S V t Vτ τ≤ + ≤ + 成立。进一步，由系统(1)的第三、四、五个方程可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 0 2 0

1

21

E t t S A I t V A I E

A t qE A

I t q E A I

β τ β τ σ µ

σ γ α µ δ

σ δ γ α µ

′ ≤ + + + + + − +

′ = − + + +

′ = − + − + +

                     (4) 

令矩阵 

( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1

0
0 0 0
0 0 0

t t t t
M t

β β β β+ + 
 =   
 

 

由定理 2 知，可取得足够小的τ ，使得 ( )( )1
1F V Mr τ ω− +Φ < ，考虑(4)的辅助系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 0 2 0

1

21

E t t S A I t V A I E

A t qE A

I t q E A I

β τ β τ σ µ

σ γ α µ δ

σ δ γ α µ

′ = + + + + + − +

′ = − + + +

′ = − + − + +

                 (5) 
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显然，系统(5)满足引理 1 中的条件，故存在一个正的ω -周期函数 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 3, ,v t v t v t v t= ，使得

( )1e tv tϕ 为系统(5)的一个解，其中 ( )( )( )11
1 ln 0F V Mr τϕ ω
ω − += Φ < ，选取 2 1t t> ，以及足够小的 0π > 使得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 30 , 0 , 0E t v A t v I t vπ π π≤ ≤ ≤  

则当 2t t≥ 时，有 ( ) ( ) ( )1 1
1 2e t tE t v t tϕπ −≤ − 。 ( ) ( ) ( )1 1

2 2e t tA t v t tϕπ −≤ − ， ( ) ( ) ( )1 1
3 2e t tI t v t tϕπ −≤ − 。 

根据比较定理[13]可得，当 2t t≥ 时，有 ( ) ( )E t tE≤ ， ( ) ( )A t tA≤ ， ( ) ( )I t tI≤ 。又由 1 0ϕ < ，可证得 

( ) ( ) ( )lim li0 m lim, 0, 0
t t t

t A t IE t
→+∞ →+∞ →+∞

= = =  

进一步，根据极限系统理论[14]，容易验证 

( ) ( ) ( ) ( )lim li, , im 0m l
t t t

pt V t RS t
p pµ µ µ→+∞ →+∞ →+∞

=
Λ Λ
+ +

= =  

故 0P 是全局吸引的，结合定理 2，当 0 1R < 时 0P 是局部渐近稳定的，进一步得 0P 是全局渐近稳定的。 

3.3. 地方病平衡点的一致持久性 

为了应用文献[15]中给出的周期系统的一致持久性理论，现做出以下说明： 

设 X 是一个度量空间， :f X X→ 是连续映射， 0X X⊂ ，且是一个开集。定义 

( ){ }0 0 0 0: \ , : : , 0nX X X M x X f x X n∂∂ = = ∈∂ ∈∂ ≥  

其中 A∂ 是 f 在 0X∂ 中的最大紧不变集，有限序列{ }1, , kM M 是 0X∂ 的不相交、紧的不变子集，且均是孤

立的。 

引理 3 [15] 若下列条件成立， 

1) ( )0 0f X X⊂ 且 f 具有全局吸引子 A； 

2) f 在 0X∂ 中的最大的紧的不变集 A A M∂ ∂= ∩ 具有划分{ }1, , kM M ，满足如下性质 

a) iM 在 X 中是孤立的； 

b) ( ) 0
s

iW M X∩ =∅。 

则 :f X X→ 关于 ( )0 0,X X∂ 是一致持久的。 

定理 4 当 0 1R > 时，系统(1)是一致持久的，也即存在一个正常数 ε ，使得系统过初值 

( ) ( )2 3
0 0 0 0 0 0, , , , ,S V E A I R Int+ + +∈ × ×    

的任何解满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )lim inf , , , , , , , , , , 0
t

S t V t E t A t I t R t ε ε ε ε ε ε
→∞

≥ >  

证明 定义 6X +=  ， ( )2 3
0X Int+ + += × ×   ， 0 0\X X X∂ = ，构造 Poincaré 映射 6 6:P + +→  ，满足 

( ) ( )0 0 0 6, ,P x u x xω += ∀ ∈  

其中 ( )0,u xω 是系统(1)过初值 ( )0 00,u x x= 的唯一解。现证明 P 对于 ( )0 0,X X∂ 是一致持久的。易证 0X X、

均是系统(1)的正向不变集，且 0X∂ 是 X 中的一个紧集。且由定理 1 知 G 吸引空间 6
+ 中所有正半轨，因

此系统(1)是点耗散的。 

令 ( ) ( ){ }0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0, , , , , : , , , , , , 0mM S V E A I R X P S V E A I R X m∂ = ∈∂ ∈∂ ∀ ≥ ，下证： 

( ){ }, ,0,0,0, : 0, 0, 0M S V R S V R∂ = ≥ ≥ ≥  
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易知 ( ){ }, ,0,0,0, : 0, 0, 0S V R S V R M ∂≥ ≥ ≥ ⊆ ，故只需证 ( ){ }, ,0,0,0, : 0, 0, 0M S V R S V R∂ ⊆ ≥ ≥ ≥ 。 

考虑逆否命题，利用反证法，即假设 

( ) ( ){ }0 0 0 0 0 0
0, , , , , \ , ,0,0,0, : 0, 0, 0S V E A I R X S V R S V R∃ ∈∂ ≥ ≥ ≥  

使得 ( )0 0 0 0 0 0, , , , ,S V E A I R M ∂∈ 。其中初值有以下六种情况： 

1) 当初值满足 0 0 0, ,E A I 中任意一个为零，其余为正。即： 

(1) 0 0 00, 0, 0E A I= > > ；(2) 0 0 00, 0, 0E A I> = > ；(3) 0 0 00, 0, 0E A I> > =  

2) 当初值满足 0 0 0, ,E A I 中任意两个为零，其余为正。即： 

(4) 0 0 00, 0, 0E A I= = > ；(5) 0 0 00, 0, 0E A I= > = ；(6) 0 0 00, 0, 0E A I> = =  

现仅验证以下两种情况，其余情况类似可证得。 

① 当 0 0 00, 0, 0E A I= > > 时，由系统(1)得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0
1 2 00 t S A I t V A IE β β= + +′ + > ，则存在

足够小的 0t > ，使得当 0 t t< ≤ 时有 ( ) 0E t > 。进一步，由系统(1)的第四、五个方程知： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 2

0
0

0
0

e d e 0

1 e d e 0

t t

t t

A t A qE

I t I A q E

γ α δ µ ρ γ α δ µ

γ α µ ρ γ α µ

σ ρ ρ

δ ρ σ ρ ρ

+ + + − + + +

+ + − + +

 = + >  
 = + + − >    

∫

∫













 

可知此时 ( ) ( ) ( )0, 0, 0E t tA I t> > >   ，也即 ( )0 0 0 0 0 0, , , , ,S V E A I R M ∂∉ ，故矛盾。 

② 当 0 0 00, 0, 0E A I= = > 时，由系统(1)的第三个方程可得 ( ) ( ) ( )0 0 0 0
1 2 00 t S I V IE tβ β+′ >= ，同上

述情况可取得 0t > ，故有： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 2

0

0
0

e d e 0

1 e d e 0

t t

t t

A t qE

I t I A q E

γ α δ µ ρ γ α δ µ

γ α µ ρ γ α µ

σ ρ ρ

δ ρ σ ρ ρ

+ + + − + + +

+ + − + +

 = >  
 = + + − >    

∫

∫













 

此时 ( ) ( ) ( )0, 0, 0E t tA I t> > >   ，故 ( )0 0 0 0 0 0, , , , ,S V E A I R M ∂∉ ，故矛盾。 

综上，即得 ( ){ }, ,0,0,0, : 0, 0, 0M S V R S V R∂ = ≥ ≥ ≥ ，且易证得 ( )0 0 0, ,0,0,0,0P S V= 是 M ∂ 中关于映射

P 的一个全局吸引子，即若初始值 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0S V E A I R M ∂∈ ，则其解满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0lim , , , , ,
t

S t V t E t A t I t R t P
→∞

=  

显然，当 0 1R > 时，{ }0P 在 0X∂ 上是孤立的，接下来证明 ( )0 0
sW P X∩ =∅。 

由于方程的解对于初值 ( )0 0 0 0 0 0 0
0, , , , ,x S V E A I R X= ∈ 有连续依赖性，故对于任意的 0λ > ，存在

0 0δ > ，使得对 0
0x X∀ ∈ ，且 0

0 0x P δ− ≤ 时，有 

( ) ( ) [ ]0
0, , , 0,u t x u t P tλ ω− ≤ ∀ ∈  

同时，有 ( )( )0
0 0lim sup ,m

m
d P x P δ

→∞
≥ 成立。若不然，则存在 0

0x X∈ ，使得 

( )( )0
0 0lim sup ,m

m
d P x P δ

→∞
<

 

为不失一般性，可以假定对 0m∀ > ，都有 ( )( )0
0 0,md P x P δ< 成立，也即 [ ]0,t ω∀ ∈ 有 

( )( ) ( )0
0, ,mu t P x u t P λ− ≤  

对 0t∀ ≥ ，令 1t m tω= + ，其中 [ ]1 0,t ω∈ ，
tm
ω
 =   

，其中 m 表示不大于
t
ω
的最大的整数，则 
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( ) ( ) ( )( ) ( )0 0
0 1 1 0, , , , , 0mu t x u t P u t P x u t P tλ− = − ≤ ∀ ≥  

令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0, , , , , ,S t V t E t A t I t R t u t x= ，故 0t ≥ 时，有 ( ) ( ) ( ) ( )0 , , ,E t A t I t R t λ≤ ≤ ，且： 

( ) ( ) ( ) ( )
, p pS t V t

p p p p
λ λ λ λ

µ µ µ µ µ µ
Λ Λ Λ Λ

− ≤ ≤ + − ≤ ≤ +
+ + + +

 
代入系统(1)，有下式成立 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1

21

E t t A I t p
p

A I E

A t qE
p

A
I t q E A I

λ λ
µ µ µ

β β σ µ

σ γ α µ δ
σ δ γ α µ

′ ≥ + + +
  Λ Λ

− − − +

′ = − + + +
′ = − + −

    + +

+



+

 
              (6) 

考虑(6)的辅助系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1

21

E t t A I t A I E

A t qE A

I t

p
p

E

p

q A I

β β σ µ

σ γ α µ δ

σ δ γ

λ
µ µ

α

λ
µ

µ

′ = + + + − +

′

  Λ Λ
− −

= − + + +

′ = −

  

+ −

 

+

+ +  

+








              (7) 

取矩阵 

( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

2

0
0 0 0
0 0 0

t t t t
M t

β β β β+ + 
 =  
 
 

 

由定理 2，有 ( )( )2
1F V Mr λ ω− −Φ > ，且存在ω -周期函数 ( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2 3, , 0p t p t p t p t= ≥ ，使得 ( )2e t p tϕ

是辅助系统(7)的解，其中 ( )( )( )22
1 ln 0F V Mr λϕ ω
ω − −= Φ > 。当 1t t≥ 足够大以及 0ε > 足够小时，有 

( )
( )
( )

1

2

3

0
0

0

pE
pA
pI

α
  
  

≥   
  

   





  

根据比较定理[13]  

( )
( )
( )
( )

2

1

2

2

e ,t t

p t tE E
p t t t tA A

I p t tI

ϕα −

 −  
    −≥ ≥ ≥   

     −     













  

故可得 

( ) ( ) ( )lim lim li, m,
t t t

t A t I tE
→∞ →∞ →∞

= ∞ = ∞ = ∞  

这与 ( ) ( ) ( )0 , ,E t A t I t λ≤ ≤ 矛盾，故证得 ( )0 0
sW P X∩ =∅。综上，系统(1)满足引理 3 中的条件，故

是一致持久的。 

为论述系统正周期解的存在性，现引入以下理论： 

引理 4 [15] 如果一个连续的映射 :f X X→ ， ( )0 0f X X⊂ 满足下述条件， 

1) :f X X→ 是点耗散的； 
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2) f 是紧的； 

3) f 关于 ( )0 0,X X∂ 具有一致持久性。 

则 f 在 0X 中有一个全局吸引子 0A ，使得其在 0X 内是一个强一致有界集，并且 f 存在一个共存态。 

定理 5 若 0 1R > ，则系统(1)存在一个正的ω -周期解。 

证明 结合定理 1 和定理 3 易知 P 在 6
+ 上是点耗散的，并且 6 6:P + +→  在领域内是紧的，f 关于

( )0 0,X X∂ 具有一致持久性。由引理 4知P有一个不动点 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )* * * * * * 6, , , , ,S t V t E t A t I t R t Int +∈  ，

进一步，对所有的 0t ≥ ，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )* * * * * * 6, , , , , ,u t S t V t E t A t I t R t Int +∈  。因此，存在系统(1)

的ω -正周期解 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )* * * * * *, , , , ,S t V t E t A t I t R t 。 

4. 数值模拟 

上述理论分析表明，基本再生数 0R 是确定疾病是否流行的重要阈值参数，下面将通过数值模拟验证

上述结论。系统(1)的初始状态取值为： 0 95632N = ， 0 93000S = ， 0 5V = ， 0 850E = ， 0 700A = ， 0 577I = ，

0 500R = ，并定义周期函数 ( ) ( )1 11 cos 24t tβ β ω π= + ， ( ) ( )2 22 sin 24t tβ β ω π= + 。部分参考文献[16]，
具体参数取值如下表 1： 
 
Table 1. The parameter values of SVEAIR model 
表 1. SVEAIR 模型参数及取值 

参数 数值 参数 数值 参数 数值 

Λ  20961 σ  7/4 ω  00.3 N  

µ  0.016 q 0.024 p 0.98 

11β  01 N  α  0.8235 1γ  0.8235 

22β  00.8781 N  δ  0.8235 2γ  0.8235 

 
借助 Matlab 软件，计算得到基本再生数 0 15.67 1R > 。由定理 4 和 5 知，此时疾病是持续存在的，

且系统(1)存在唯一的正周期解，图 2 数值模拟的结果验证了此结论。 

此外，若取参数 0.34µ = ，且系统初值及其余参数保持不变，通过计算得到 0 0.94 1R < 。由定理 3
知，此时系统(1)不存在正周期解，且疾病最终消亡，图 3 数值模拟的结果验证了此结论。 
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Figure 2. The change trend chart of susceptible population and infected population when 0 1R >  
图 2. 0 1R > 时易感人群及染病人群数量变化趋势图 
 

 

Figure 3. The change trend chart of susceptible population and infected population when 0 1R <  
图 3. 0 1R < 时易感人群及染病人群数量变化趋势图 

5. 结论 

本文在流行病学知识的基础上，综合考虑疫苗接种与无症状感染，根据周期性传播规律建立了一类

SVEAIR 非自治周期传染病模型。首先，通过线性积分算子的谱半径定义了基本再生数，它决定了疾病

的消亡和一致持久。主要结果表明，当 0 1R < 时，系统(1)的无病平衡点 0P 是全局渐近稳定的，疾病最终

消亡；当 0 1R > 时，疾病是持续存在的，同时系统(1)存在一个正周期解。进一步，借助 Matlab 软件对系

统(1)进行了数值模拟，并验证了模型的主要理论结果。 
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