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摘  要 

矩阵作为代数中常见的工具，与方程组、线性变换密切相关。本文将对对称max-plus半环 max 上的二阶

矩阵的结构进行研究，并对系数矩阵拟可逆的二元一次方程解进行讨论。 
 
关键词 

热带半环，热带矩阵，拟可逆 

 
 

Study on 2 × 2 Quasi-Invertible Matrices 
over max

 

Liping Zhang1, Rui Su2, Sizhuo Li1 
1School of Statistics and Mathematics, Yunnan University of Finance and Economics, Kunming Yunnan 
2School of Computer Science and Technology, Wuhan University of Bioengineering, Wuhan Hubei 
 
Received: Dec. 1st, 2023; accepted: Dec. 14th, 2023; published: Jan. 31st, 2024 

 
 

 
Abstract 
As a common tool in algebra, matrix is closely related to equations and linear transformations. In 
this paper, the structure of 2 × 2 matrix on symmetric max-plus semiring max  is studied, and the 
solutions of bivariate first order equations with quasi-invertible coefficient matrix are discussed. 
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1. 引言 

热带几何是一种建立在热带半环 上的几何。热带半环是具有加法⊕ 和乘法⊗两种运算的集合

{ }max := −∞  ，其中加法为取最大，乘法为取加法。热带几何最初是在 20 世纪末的初期出现的，但

围绕这个主题的基本定理和定义的整合在 90 年代才开始真正地出现。1990 年，为解决热带中的加法不

可逆，Max Plus 引入 balance，将热带推广到对称 max-plus 半环 max 上[1]。随后在 1992 年，Francois Baccelli
在对称 max-plus 半环中对矩阵的结构进行了推广和研究[2]。2014 年，Pascal Benchimol 建立了多面体基

本点和边的热带对应概念，产生了单纯形法热带化的几何解释，并将经典线性规划的复杂度转化为热带

线性规划[3]。 
热带几何是一个强大的工具，因为它允许我们用线性、组合的方式分析固有的非线性问题。一般策

略是先将经典非线性系统转换为热带线性系统，然后使用热带线性代数的方法来提供原始系统的信息[4]。
由于在应用领域中出现的许多问题都是自然地用热带线性方程表示的，作为热带线性代数应用的直接结

果，热带半环上的矩阵自 20 世纪 60 年代以来一直是积极研究的主题。在 2018 年，Zhang 首次使用热带

矩阵半环作为平台来构造密码系统，提出了基于热带矩阵的公钥密码体制[5]。之后 Grigoreiv 等人进行了

改进，提出了基于热带矩阵半环的半直积的公钥密码体制[6]。对此，2022 年黄华伟和李春华提出了一种

攻击方法[7]，其中离不开 2 × 2 矩阵。 
本文先对对称 max-plus 半环 max 上的 2 × 2 矩阵的结构进行研究，得到 2 × 2 矩阵拟可逆的条件；再

对系数矩阵拟可逆的二元一次方程解进行讨论，得出在 adjA b 非符号的情况下，方程 AX b∆ 的解与

( )det adjA X A b∆ 的解并不等价。 

2. 预备知识 

定义 1 [8]热带半环 max 指在 { }−∞ 上，对于任意 max,a b∈ ，定义加法⊕和乘法⊗如下： 

{ }max , ;a b a b a b a b⊕ = ⊗ = + . 

显然，0 是⊗上的单位元； :ε = −∞是⊕上的零元。 
性质 1 [1]对于任意 max, ,a b c∈ ，有： 
1) a b b a⊗ = ⊗ ; 
2) a b b a⊕ = ⊕ ; 
3) ( ) ( )a b c a b c⊕ ⊕ = ⊕ ⊕ ; 
4) ( ) ( )a b c a b c⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ; 
5) ( ) ( ) ( )a b c a b a c⊗ ⊕ = ⊗ ⊕ ⊗ . 
考虑基于 Dioid 结构下的 2

max 代数，对于 ( ) ( ) 2
max, , ,x x y y′ ′′ ′ ′′ ∈ ， 

( ) ( ) ( ), , ,:x x y y x y x y=′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′′⊕ ⊕ ⊕ , 

( ) ( ) ( ), , ,:x x y y x y x y x y x y′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′⊗ ⊕ ⊕= . 

显然， ( )0,ε 是⊗上的单位元； ( ),ε ε 是⊕上的零元。 
定义 2 [1]设 ( ) 2

max,x x x′ ′′= ∈ ，定义 
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( ),:x x x′′= ′ ; 

:x x x′= ′′⊕ ; 

( )• ,:x x x= . 

性质 2 [1]对于任意 2
max,a b∈ ， a b≠ ，有： 

1) ( )••a a=  ; 
2) ( )•• •a a= ; 
3) ( )••a b a b⊗ = ⊗ ; 
4) ( )a a=  ; 
5) ( ) ( ) ( )a b a b⊕ = ⊕   ; 
6) ( ) ( ) ( )a b a b a b⊗ = ⊗ = ⊗   ; 
7) ( ) ( )a b a b⊗ = ⊗  . 
特别的， ( )a b a b= ⊕  。 
定义 3 [1]设 ( ) ( ) 2

max, , ,x x x y y y′ ′′ ′ ′′= = ∈ ，若 x y x y′ ′′ ′′ ′⊕ = ⊕ ，称 x y∆ 。 
特别地，∆不具有传递性，不是等价关系，我们考虑 2

max 上的关系： 

( ) ( )
, ,

, , , .
x y x y x x y y

x y
x x y y
′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′′⊕ = ⊕ ≠ ≠⇔  ′ ′′ ′ ′′=

若 或


其他情况
 

可以验证，关系是 2
max 上的一种等价关系。 

定义 4 [1]记 2
max max:=  ，称为对称 max-plus 半环。对 2

max,a b∈ ，记 ( ),a b 为 ( ),a b 所在的等价类。 
性质 3 [1]对 maxt∈ ，如下结论成立： 

( ) ( ){ }, , ;t t x x tε ′′ ′′= < ; 

( ) ( ){ }, , ;t x t x tε ′ ′= < ; 

( ) ( ){ }•, ,t t t t t= = . 

记 

( ){ }max max,: |t tε⊕ ∈=  ; 

( ){ }max max, |: t tε ∈=  ; 

( ){ }•
max max, |: t t t∈=  . 

显然， •
max max max max

⊕=      ， ( ){ }•
max max max ,ε ε⊕ =    。特别地，映射 max max

⊕→  ： ( ),a a ε

定义了 max 到 max
⊕ 的同构映射。为方便起见，后面将用 max 表示 max

⊕ 。另外，对任意 maxs∈ ，都有
•

maxs s s s= = = ∈ 。 
易验证，对于任意 max,a b∈ ，有 

•

;

;

,

,

, .

a a b a b

a b b a b

a a b a b

 > =
⊕ = <


= ≠

若 或

若

若 且

 

性质 4 [1]记 max max max:∨ ⊕=    ，有 { } •
max max max\ \ε∨ =   。若 maxa ∨∈ ，称 a 是符号的。 
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定义 4 [1]设 n 阶矩阵 ( )maxn nA Mat ×∈  ，A 的行列式为 

( ) ( )1det sgn n
i i iA aσ σσ == ⊕ ⊗ , 

其中σ 是一种排列。当σ 为奇排列时， ( )sgn 0σ = ；当σ 为偶排列时， ( )sgn 0σ = 。 
定义 5 设矩阵 ( )maxn nA Mat ×∈  ，若 •

maxdet A∉ ，则称 A 是拟可逆的，否则称 A 是非拟可逆的。 

3. 2 × 2 拟可逆矩阵 

性质 5 矩阵 ( )2 2 max

a b
Mat

c d ×
 

∈ 
 

 拟可逆当且仅当下列条件之一成立： 

(i) ad bc> 且 •
max,a d ∉ ， 

(ii) ad bc< 且 •
max,b c∉ ， 

(iii) ad bc= ， •
max, , ,a b c d ∉ 且 ad bc= 。 

证明 对任意矩阵
a b

A
c d
 

=  
 

，行列式 det A ad bc=  ，有以下三种情况： 

1) 当 ad bc> 时， det A ad= ， 
(i) 若 ,a d 至少有一个属于 •

max ， •
maxdet A ad= ∈ ，A 非拟可逆； 

(ii) 若 ,a d 都不属于 •
max ， •

maxdet A ad= ∉ ，A 拟可逆。 
2) 当 ad bc< 时， det A bc= ， 
(i) 若 ,b c 至少有一个属于 •

max ， •
maxdet A bc= ∈ ，A 非拟可逆； 

(ii) 若 ,b c 都不属于 •
max ， •

maxdet A bc= ∉ ，A 拟可逆。 
3) 当 ad bc= 时， 
(i) 若 , , ,a b c d 中至少有一个属于 •

max ，由性质 2， •
maxdet A∈ ，A 非拟可逆； 

(ii) 若 , , ,a b c d 中全不属于 •
max ， 

若 , , ,a b c d 全属于 max ，即 ad bc= ， •
maxdet A ad bc= ∈ ，A 非拟可逆； 

若 , , ,a b c d 中有三个属于 max ，即 ad bc= ， •
maxdet A ad bc= = ∉ ，A 拟可逆； 

若 , , ,a b c d 中有两个属于 max ，即 ad bc= ， •
maxdet A∈ ，A 非拟可逆； 

若 , , ,a b c d 中有一个属于 max ，即 ad bc= ， •
maxdet A∉ ，A 拟可逆； 

若 , , ,a b c d 全属于 max ，即 ad bc= ， •
maxdet A∈ ，A 非拟可逆。 

综上所述，性质成立。 
例 1 

1) • •
max•

5 2
5 1 2 3 6

3 1
= ⊗ ⊗ = ∉  


，矩阵拟可逆，此时 5 1 2 3⊗ > ⊗ 且 •

max5, 1∉ ，符合条

件(i)； 

2) 
•

• •
max

1 2
1 3 2 7 9

7 3
= ⊗ ⊗ = ∉  


，矩阵拟可逆，此时 7 2 1 3⊗ > ⊗ 且 •

max7,2∉ ，符合条件(ii)； 

3) •
max

3 6
3 7 4 6 10

4 7
= ⊗ ⊗ = ∉  


，矩阵拟可逆，此时 7 3 4 6⊗ = ⊗ ， •

max3,6,4, 7∉ 且

3 7 4 6⊗ = ⊗  ，符合条件(iii)； 

4) • •
max

5 6
5 7 6 6 12

6 7
= ⊗ ⊗ = ∈ ，矩阵非拟可逆，此时 5 7 6 6⊗ = ⊗ ， •

max5,6,7∉ ，但

5 7 6 6⊗ ≠ ⊗ ，不符合任一个条件。 
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4. 系数矩阵拟可逆的二元一次方程解 

对于二元一次方程组 

AX b∆ , 

其中， 11 12

21 22

a a
A

a a
 

=  
 

，
e

b
f

 
=  
 

， 1

2

x
X

x
 

=  
 

。 

1) 若 A 拟可逆(即 •
maxdet A∉ )， adjA b 是符号的(即 max

adjA b ∨∈ )，对于方程 AX b∆ ，左乘 adjA ，有
adj adjA AX A b∆ ，由 detadjA A A I∆ ⋅ ，得 ( )det adjA X A b∆ 。即 Cramer 法则[1]，方程 AX b∆ 有唯一符号解 

( ) 1det adjX A A b−= . 

2) 若 A 拟可逆， adjA b 非符号的，此时方程 AX b∆ 与方程 ( )det adjA X A b∆ 的解并不等价。 
例 2 对方程 

5 1 0
2 5 4

x y
x y
⊕ ∆

 ⊕ ∆
. 

解 •
max

5 1
det 10

2 5
A = = ∉ ， 

对于 

( )
•5 1 0 5

det 10 10
2 5 4 9

adj x x
A X A b

y y
        

∆ → ∆ → ∆        
         




, 

方程有解
•
max,

1
x t t
y

 = ∈


= −


。取一组解

•1
1

x
y

 =


= −
带入方程

5 1 0
2 5 4

x y
x y
⊕ ∆

 ⊕ ∆
，有 

( )
( )

• •

•

5 1 1 1 6

2 1 5 1 4

 ⊗ ⊕ ⊗ − ∆


⊗ ⊕ ⊗ − ∆
, 

不成立。 
而方程的解为 

max, 5, 5
1

x t t t x
y

 = < − ∈ = −


= −

或
, 

两者解集有交集。 
例 3 对方程 

•

•

3 4 2

1 3 0

x y
x y

 ⊕ ∆


∆⊕ 
. 

解 由 •
max•

3 4
6

1 3
= ∉


， 

对于方程 

( )
• •

• •

3 4 2 5
det 6 6

1 3 0 3
adj x x

A X A b
y y

        
∆ → ∆ → ∆        

        

 
  , 

方程只有 •
max 解，解为{ }•

max|x x∈ ，{ }•
max|y y∈ 。但这并不是方程

•

•

3 4 2

1 3 0

x y
x y

 ⊕ ∆


∆⊕ 
的解，取一组解
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•

•

1

0

x
y

 =


=
带入，有 

• • •

• • • •

3 1 4 0 4

1 1 3 0 3

 ⊗ ⊕ ⊗ ∆


⊗ ⊗ ∆⊕ 
, 

不成立。而方程
•

•

3 4 2

1 3 0

x y
x y

 ⊕ ∆


∆⊕ 
无解。 

对于二元一次方程组 AX b∆ ，若 A 拟可逆， adjA b 符号，那么方程 AX b∆ 的解与 ( )det adjA X A b∆ 的

解等价，且有唯一符号解 ( ) 1det adjX A A b−= ；而 adjA b 非符号时，方程 AX b∆ 的解与 ( )det adjA X A b∆ 的

解并不等价，且两者解暂无关系，这就需要进一步讨论“ ∆”的相关性质及传递条件。同时，这些结果

为后续探究 n 元一次方程组解提供帮助。 
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