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摘  要 

求解大规模线性方程组的问题广泛存在于各个研究领域。求解这一问题的方法有很多，其中，Kaczmarz
迭代算法的研究更为广泛，该算法用于超定、欠定系统。本文分析了国内外关于Kaczmarz扩展算法与贪

婪算法相结合的分块算法，并提出贪婪随机双块Kaczmarz算法(GRDBK)。GRDBK在REK算法和GRK算

法的基础上进行创新，适用于超定不相容的线性系统。 
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Abstract 
The problem of solving large-scale linear systems of equations widely exists in various research 
fields. There are many methods to solve this problem, among which Kaczmarz iterative algorithm 
is more widely studied, and it is used for overdetermined and underdetermined systems. In this 
paper, we analyze the algorithm combining Kaczmarz extension algorithm with greedy algorithm 
at home and abroad, and propose greedy random double block Kaczmarz algorithm (GRDBK). 
GRDBK innovates on the basis of REK algorithm and GRK algorithm, and is suitable for overdeter-
mined and inconsistent linear system. 
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1. 研究背景 

在计算机、医学等领域的研究中，往往需要求解多个未知线性方程。问题越复杂，方程中包含的未

知数就越多。因此，一种求解线性方程组的有效方法应运而生。目前求解大规模线性方程组的主要方法

有代数重建(ART)、同步图像重建(SIRT)、连续超松弛(SOR)、共轭梯度法(CG)、广义最小残差法(GMRES)
和双共轭梯度稳定性法(BiCGSTAB)。其中，ART Kaczmarz 方法被广泛应用，相关算法的研究也越来越

多。本文讨论了一种求解大规模线性方程组的随机迭代法。下面是线性方程组的一般表达式， 

Ax b=  

其中矩阵 n mA R ×∈ ，向量 mx R∈ 是未知的，向量 nb R∈ 是给定的。当线性系统是超定( m n> )相容时，满

列秩矩阵 A 对应的线性系统具有最小范数解，当线性系统超定不相容时，满列秩矩阵 A 对应的线性系统

有最小二乘解。对于不同类型的矩阵(密集或稀疏)，方程的近似解不同，选择的方法也不同。经典 Kaczmarz
方法可以快速求解近似解，且不受方程个数的影响。其主要方法是将初始点正交投影到超平面上，并将

迭代点作为下一次迭代的起点。通过循环系数矩阵 A 的每一行，最终得到无限接近于精确解的近似解。

设 0x 是初始向量， kα 是步长，值为 1。根据矩阵 A 的每行顺序，将当前的近似向量 kx 正交投影到解的超

平面上，即 ( ){ }| , ix A i x b= ，并将得到的向量放入第 ( )1k + 次迭代，具体过程为： 
( )

( )
( )

1 2

2

,
:

i
i k i

k k k
i

b A x
x x A

A
α+

−
= +  

其中， ( ) 2

2

iA 是欧氏范数， ,i
kA x 为欧氏内积。这个算法一经提出，就衍生出许多改进算法。2009 年，

Strohmer 和 Vershynin [1]提出了指数收敛的随机 Kaczmarz 方法(RK)。该方法在经典 Kaczmarz 方法的基

础上进行改进，改进后的算法适用于大规模线的超定性系统，并且通过理论证明，该算法以预期的指数

速率收敛，RK 是第一个不依赖于方程组大小的算法，它甚至不需要知道整个线性系统，只需要知道其中

的随机迭代部分即可进行迭代求解。RK 算法与经典 Kaczmarz 算法的不同之处在于，算法不再对矩阵 A
的所有行进行迭代，而是根据概率随机选择某些工作行，只对选中的下标集合中的行向量进行迭代操作。

这样可以极大地节省计算时间，效率也更高。具体的概率运算方法如下：取矩阵 A 的每一行 2-范数与矩

阵 A 的 F-范数之比作为选行概率，随机选取一些行，具体迭代过程如下： 

( ) ( )

( )
( )1 2

2

,
:

kr i r i
k k k r i

r i

b A x
x x A

A
α+

−
= +  

当矩阵 A 是非数量矩阵时，RK 算法明显优于共轭梯度法和经典 Kaczmarz 法。而当 RK 方法的系数

矩阵 A 为数量矩阵时，每一行的范数相同，按照上述方法选择活动行的概率也相同，在这种情况下，RK
方法成为经典的 Kaczmarz 方法。针对 RK 算法这一缺陷，出现了许多改进算法，比如：2015 年 Needell
等人对矩阵 A 的行列进行分块[2]、2013 年 Zouzias 和 Freris 将 Kaczmarz 迭代过程进行扩展研究[3]、2018
年 Bai 和 Wu 将贪婪算法和 Kaczmarz 相结合[4]等。如何随机选取工作行来加快随机 Kaczmarz 迭代求值

仍然是一个值得研究的问题。 
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2018 年 Bai 和 Wu [4]提出将贪婪算法与 Kaczmarz 相结合，得到贪心随机 Kaczmarz (GRK)算法，该

算法适用于求解大规模相容稀疏线性方程组，且近似解收敛到最小范数。GRK 在 RK 的基础上，采用贪

婪方法选择工作行。贪婪算法的主要思想是过滤掉残差向量 r 中较大的分量，最后剩下残差小的那些分

量。在这些选定的行向量中，将残差向量 r 的范数之比作为选行概率，如下： 

( ) 2

2

2

ˆ

ˆ
k k

k

r i

r
， 

选择工作行中概率较高的行或子矩阵先进入迭代。这样，优先考虑较大分量的方法就是贪婪算法。

它的优点是收敛速度快，弥补了 RK 算法的不足。以此算法为基础，出现了许多改进算法[5]-[11]，将 GRK
推广到不相容线性系统中去。 

2013 年 Zouzias 和 Freris [3]在超定不相容的线性系统中，基于 RK 算法提出了扩展的随机Kaczmarz，
分析了在不相容的情况下，方程 ( )R AAx b r= + 中残差向量 r 的收敛情况，并给出了最小二乘解 kx 的收敛

性定理。这个算法在讨论不相容线性系统的问题中，极具影响力，之后出现了很多基于 REK 的改进算法，

例如 2019 年 Bai 和 Wu [12]提出了部分随机扩展 Kaczmarz (PREK)，2020 年，Du 和 Si [13]提出了随机扩

展双块 Kaczmarz (REABK)。 
本文将贪婪算法与 REK 算法相结合，讨论了 REK 算法、基于 REK 算法创新的其他算法和改进算法

(GRDBK)在迭代次数和运行时间上的情况。通过数值试验，得出结论，对矩阵 A 的行列进行分块后使用

改进算法进行迭代求解，大大降低了运行时长，提高收敛速度，减少误差。 
本文的结构安排如下，第一节分析了算法 GRDBK 的研究背景，第二节具体讲述了 GRDBK 算法的

创新点和算法步骤，分析了 GRDBK 的数值实例，第三节总结展望。 

2. 贪婪扩展随机块 Kaczmarz (GRDBK) 

2.1. GRDBK 算法 

2013 年 Zouzias 和 Freris [3]提出了 REK 算法，具体算法如下：  
 

算法 1. 随机扩展 Kaczmarz. 

输入： ( )0 0x = ， ( )0z b=  
对 0,1,2,k =   

   选择 [ ]ki m∈ ，按照概率
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2
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输出 ( )kx  
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从上面的迭代过程中可以看出，在 RK 算法基础上，REK 算法能够适用于不相容的超定线性系统，

原因是它让向量 b 的那部分“噪声”r 趋于零，即让方程组的最小二乘解无限趋近于近似解。利用矩阵 A
的转置进行选列，让向量 ( )R Ab 趋近于 kb z− 。 

2018 年，Bai 和 Wu 发表了 Kaczmarz 贪婪算法，定义了根据残差向量选择活动行下标集的方法。具

体算法如下： 
 

算法 2. 随机贪婪 Kaczmarz. 

输入： 0, , ,A b x l  
对 0,1, , 1k l= −  

   计算

( ) ( )
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2 2 21
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   决定正整数的下标集 ( ) ( ) ( ){ }2 22

2 2
| k k ki i i

k k k k kU i b A x b Ax Aε= − ≥ − ； 

   根据 ( )
( ) ( ) ,

0,

i i
i k k

k
b A x i Ur
 − ∈= 




如果
否则

，计算向量 kr 的第 i 个分量 ( )i
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k k
k
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b A xx x A
A

∗
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−
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输出 ( )lx  

 
在上面的算法的基础上，本文做了创新改进。首先对矩阵 A 的行列分别分块，在扩展算法的第一部

分迭代过程中，运用贪婪的思想，对分好的每个行块进行筛选，选择 2-范数比值最大的行块作为迭代的

活动块。在扩展算法的第二部分迭代中，我们按照对矩阵 A 列块的分块原始顺序，进行迭代。具体算法

如下： 
 

算法 3. 贪婪随机双块 Kaczmarz. 

输入： ( )0 0x = ， ( )0z b= ，A，利用 k-means 对矩阵 A 行列分块 
对 0,1,2,k =   

Step 1: 挑选行块 iΦ ，其中

2

2max
ik

i ik k

k
i ik

ik

j

i

F

b A z

A

τ
τ τ

τ
τ

τ
∈Φ

 − − =  
 
 

 

Step 2: 更新 ( ) ( )( )†

1 i i ik k kik
j j j jx x A b z A xτ τ ττ+ = + − −  

Step 3: 均匀挑选矩阵的列块 jσ  

Step 4: 更新 ( )†

1 j jj j jz z A A zσ σ+ = −     

Step 5: 输出 kx  

2.2. 数值实例 

本小节比较了 REK 算法、PREK 算法、REABK 算法和 GRDBK 算法，展示了在 9000 × 500 的线性
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系统中运行的情况。 
从下图 1 可以分析出，在 9000 × 500 的超定不相容线性系统中，GRDBK 消耗更少的迭代时间，而

REK 算法和 PREK 算法仅次其后，REABK 算法首先速度最慢，在迭代次数上，GRDBK 和 REABK 相差

无几，REK 算法和 PREK 算法收敛步数最多，收敛的很慢。在迭代次数上，GRDBK 没有明显优势。 
 

 
Figure 1. 9000 × 500 
图 1. 9000 × 500 

 
以下针对 5000 × 500、7000 × 500、8000 × 500 线性系统，分别作了数值实例。 

 

 
Figure 2. 5000 × 500 
图 2. 5000 × 500 

 
从图 2~4 可以得出结论，GRDBK 在迭代时间上更快速，在迭代次数上还有进步的空间。 

3. 总结与展望 

本文总结了 Kaczmarz 与贪婪相结合的算法，并在目前研究基础上作出改进。当前有许多关于

Kaczmarz 在不同系统中求解线性方程的文章，其中大多数基于经典算法 REK、RK、RBK [2]，添加贪婪 
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Figure 3. 7000 × 500 
图 3. 7000 × 500 
 

 
Figure 4. 8000 × 500 
图 4. 8000 × 500 
 
随机、松弛参数、高斯、坐标下降、变换伪逆、添加双块、部分随机、选择工作行等方法，或与其他最

小二乘法相结合。贪婪算法在对矩阵下标集进行滤波时非常有利，可以达到加速收敛速度的效果。在贪

婪的基础上，分块迭代可以更快。然而，求解大型线性方程的方法并不局限于 Kaczmarz 方法，还可以结

合张量、正则化等领域进行拓展研究。事实上，将求解线性方程的问题推广到三维，并结合 Kaczarz 方

法来解决一些不适定问题。 
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