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摘  要 

三角有理函数的积分求解是微积分中一个很重要的内容。在三角函数的积分中，将被积函数化为已知的

三角函数和用变量代换是计算三角函数积分的两种重要的算法。但是对于三角函数的积分算法不止仅限

于以上的两种，我们应该根据被积函数的特征，掌握更多的求解三角函数积分的方法。本文用实际的例

子给出五种处理三角有理函数积分的方法与技巧，分别是利用三角函数恒等变形、变量代换法、万能换

元、奇偶性、递推法。 
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Abstract 
The integral solution of trigonometric rational function is a very important content in calculus. In 
the integration of trigonometric functions, converting the integrand into known trigonometric 
functions and using variable substitution are two important algorithms for calculating the inte-
gration of trigonometric functions. But for the trigonometric function integration algorithm is not 
limited to the above two; we should master more methods to solve the trigonometric function in-
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tegration according to the characteristics of the integrand. In this paper, five methods and tech-
niques for processing trigonometric rational function integration are given by practical examples. 
They are the same deformation of trigonometric function, variable substitution method, universal 
substitution method, parity and recursion method. 
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1. 引言 

三角函数由于其性质的特殊性[1]，使得这类积分往往是比较困难的。在三角函数积分的计算中，我

们教材中提到一般是用万能变换和变量替换的方法。但对于某些题目来说，经过变化就会更为复杂，更

不利于积分的计算了。所以我们需要根据被积函数的特征，选取适合的方法进行求解。本文介绍了几种

常用的积分计算方法，有利于化简被积函数从而提高做题效率。 

2. 一般区间上的三角函数的定积分的算法 

2.1. 利用三角函数恒等变形[2] 

当不定积分中的被积函数都是三角函数时，一般说来，不易直接看出求解方法，往往需先对被积函

数作恒等变形，至于如何去变形，则需从实践中不断总结经验，变形过程中常用到三角函数的基本关系

式、积化和差公式、倍角或半角公式等。 

例：计算积分
1 sin d
1 cos

x xe x
x

+
+∫ 。 

解：因为

2

2
2

2

cos sin
1 sin 1 12 2 1 tan sec 2 tan
1 cos 2 2 2 2 22cos

2

x x
x x x x

xx

 + +     = = + = +   +    
 

21 sec d tan d tan tan d tan d
2 2 2 2 2 2

tan
2

x x x x x

x

x x x x xe x e x e e x e x c

xe c

= + = − + +

= +

∫ ∫ ∫ ∫原式
 

2.2. 利用变量代换[3] 

被积函数有 sin x 、 cos x 、 tan x 等，通过转化被积函数就转化为含有新的变量的函数。一般形式如

( )sin ,cos , tan df x x x x∫ 、 ( )( )2 2 2 2 2, , df x a a x a x x± − +∫ 、 ( )cos sin ,sin sin ,cos cos df mx nx mx nx mx nx x∫ 、

cos sin dm nx x x∫ 等可以用变量代换的方法。 

例：求
2 2

1 d
b

a
x

a x+
∫ 。 
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解：由于 2 21 tan secx x+ = ，设 tan
2 2

x a t tπ π = − < < 
 

， 2d d tan sec dx a t a t t= = 。 

则有 2 2 2 2 2tan seca x a t a a t+ = + = 。 

1 1

1 1

2

2 2

1 sec dd sec d ln sec tan
sec

b b b

a a a

a t tx a t t t t c
a ta x

= = = + +
+

∫ ∫ ∫ . 

把 tan xt
a

= , 
2 2

sec a xt
a
+

= 代入， 

解得 ( )2 2

2 2

1 d ln
b

a
x x a x c

a x
= + + +

+
∫ 。 

2.3. 万能换元法[4] 

一般积分形式有 ( )sin ,cos dR x x x∫ ，此类积分一般通过万能替换 tan
2
xt = ，则可以得到 

2
2sin

1
tx
t

=
+

, 
2

2
1cos
1

tx
t

−
=

+
, 2

2dd
1

tx
t

=
+

. 

例：计算积分：
d

1 4cos
x

x+∫ 。 

解：令 tan
2
xt = ，则

2

2
1cos
1

tx
t

−
=

+
， 2

2dd
1

tx
t

=
+

。从而 

2
d 2d 1 1 1 1 3t 5d ln

1 4cos 5 3 5 3t 5 3t 5 15 3t 5
x t t c

x t
− = = − − = − + + − − + + 

∫ ∫ ∫ 把 tan
2
xt = 代入解得 

3 tan 51 2ln
15 3 tan 5

2

x

cx

−
+

+
。 

注意：万能换元法，不要滥用万能公式。例如
cot d
1 sin

x x
x+∫ 用万能公式做反而麻烦，用三角恒等变形和

变量的方法，则更为简单。 

2.4. 利用被积函数奇偶性 

考虑被积函数在积分区间上的奇偶性可以减少计算步骤，大大提高做题效率。 
定理[4]： 

证明若 ( )f x 为 0,
2
π 

  
上的连续函数，则有 ( ) ( )2 2

0 0
sin d cos df x x f x x

π π

=∫ ∫ ； 

解：用换元的方法做
2

x tπ
= − ，则 

( ) ( ) ( )0
2 2

0 0
2

sin d cos d cos df x x f t t f x x
π π

π= − =∫ ∫ ∫ ; 

例：计算积分 2
0

cos d
sin cos

x x
x x

π

+∫ 。 

解：因为 ( ) ( )2 2
0 0

sin d cos df x x f x x
π π

=∫ ∫ ，所以有 2 2
0 0

cos sind d
sin cos sin cos

x xx x
x x x x

π π

=
+ +∫ ∫  
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2 2 2
0 0 0

1 cos sin 1 cos sind d d
2 sin cos sin cos 2 sin cos 4

x x x xx x x
x x x x x x

π π π π
=

  +
+ = = + + + 

∫ ∫ ∫原式  

例：计算积分
2

0

d
2 cos

π θ
θ+∫ 。 

解：令 xθ π= − ，则
( )

2

0

d d d
2 cos 2 cos 2 cos

x x
x x

π π π

π π

θ
θ π− −
= − =

+ + − −∫ ∫ ∫ 因为
1

2 cos x−
在 ( ),π π− 上是偶函

数，故可以写成
0

d2
2 cos

x
x

π

−∫ (在用万能变换 tan
2
xt = ) 

2

2 20 0

2

2d
d 1 212 4 4 arctan 3

01 1 3 3 32
1

t
tt t

t t
t

π∞ ∞ ∞+= = =
− +

−
+

=∫ ∫  

2.5. 利用递推公式 

计算形如 cos sin dm nx x x∫ 这样的积分。 

例[5]：计算积分若 ( ), cos sin d
b m n
a

I m n x x x= ∫ ，证明当 0m n+ ≠ ，时有 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

cos sin 1 2, 2,  0 ;
,

cos sin 1 , 2 0,  2 ;

m n

m n

x x m I m n m n
m n m nI m n

x x n I m n m n
m n m n

− +

+ −

 + −
+ − ⋅ ≥ ≥ + +


+ −− + − ⋅ ≥ ≥ + +

�

�

 

解： 

( )

( )

( )

1 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1

1, cos sin d cos sin dsin cos dsin
1

1 1cos sin cos sin d
1 1

1 1cos sin cos sin 1 cos d
1 1

1 1 1cos sin 2, cos sin
1 1 1

m n m n m n

m n m n

m n m n

m n m n

I m n x x x x x x x x
n

mx x x x x
n n

mx x x x x x
n n

m mx x I m n x x
n n n

− − +

− + − +

− + −

− +

= = =
+

−
= +

+ +
−

= + ⋅ −
+ +

− −
= + − −

+ + +

∫ ∫ ∫

∫

∫

∫

( ) ( )1 1

d

1 1 1cos sin 2, ,
1 1 1

m n

x

m mx x I m n I m n
n n n

− + − −
= + − −

+ + +

 

化简，因此， ( ) ( ) ( )
1 1cos sin 1, I 2, 2,  0

m nx x mI m n m n m n
m n m n

− ++ −
= + − ⋅ ≥ ≥

+ +
� 。 

同理可以把 sin x 提到 dx就可以得到第二个公式 

( ) ( ) ( )
1 1cos sin 1I , I , 2 0,  2

m nx x nm n m n m n
m n m n

+ −+ −
= − + − ⋅ ≥ ≥

+ +
� . 

3. 一类特殊区间上的三角函数定积分的算法 

定理二 1:记 ( ) 2
0

, cos sin dm nI m n x x x
π

= ∫ ，根据定理一则有 ( ) ( ), ,I m n I n m= ，则可以证明 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 !! 1 !!
    ,

!!1 1, 2, , 2
1 !! 1 !!

 ,
!! 2

m n
m n

m nm nI m n I m n I m n
m n m n m n

m n
m n

π

− −
 +− − = − = − = + + − −
 +

不全为偶数

全为偶数

 

证明：由于刚才而基础知识可以知道 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 2

0

1 1 2

0

cos sin 1 12, , 2   2,  0 ;

,
cos sin 1 1, 2 2,  0,  2 ;

m n

m n

x x m nI m n I m n m n
m n m n m n

I m n
x x n mI m n I m n m n

m n m n m n

π

π

− +

+ −


+ − − + − = − ≥ ≥ + + +


 + − −− + − = − ≥ ≥

+ + +

 

而我们已知 ( )0,0
2

I π
= ； ( ) ( )1,0 0,1 1I I= = ； ( ) 11,1

2
I = ，经过反复的递推就可以得到了。 

注意：我们这个公式所的区间必须是要求在 0,
2
π 

  
上。对与三角函数在 [ ]0,π ，[ ]0,2π 我们通过三角

函数的对称性就可以得到了。 

例：计算积分 4 32
0

sin sin dx x x
π

∫ 。 

解：利用上面的公式
( ) ( )

( )
4 32

0

3 1 !! 4 1 !! 3!!2!!sin sin d
3 4 !! 7!!

x x x
π − −

=
+∫ 。 

4. 结论 

关于三角函数的定积分的计算技巧有很多种，因为方法灵活多样，就需要我们今后在练习中不断发

现、积累、总结，达到能够根据被积函数的特征，选取最合适的方法进行求解。同时也希望我们在今后

的学习中能探究更多的解题方法，提高三角函数定积分解题的效率。 
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