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Abstract: This paper concerns with the Cauchy problem of a higher-order parobolic system. By constructing 
a so called “comparison principle”of the higher-order parobolic system and utilizing Schauder fixed point 
theorem and the test function method, we prove the existence and nonexistence of global solutions to such a 
problem with slow decay initial data. 
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摘  要：本文研究一类半线性高阶抛物型方程组的 Cauchy 问题。通过建立高阶抛物型方程组的所谓

“比较原理”，利用 Schauder 不动点理论和试验函数等方法，证明了该问题在慢衰减初值条件下解的

整体存在性与不存在性。 
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1. 引言 

本文研究半线性高阶抛物型方程组的 Cauchy 问题 
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其中 为整数，  1m  1,ip  1
0 ( ) ( ) ( ),N N

iu x X L R L R   1,2i  。高阶半线性和拟线性热方程在许多领域，诸如

薄胶片理论，火苗蔓延，双稳定系统，相位平移和高阶扩散，都有重要的应用，参看 Peletier 和 Troy 的专著[1]。

关于高阶热方程的研究可见[2-13]及其所引文献。 
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关于单个方程式的 Cauchy 问题 
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的研究已经有很多结果，如文献[2-13]。Galaktionov 和 Phonzaev 在文献[7]中指出， 1 2p m  N 是问题(1.2)的

Fujita 临界指数，从而将文献[14]关于二阶抛物型方程  1m  的 Fujita 型临界指数结果推广到高阶抛物型方程的

情形。在文献[2]中，Caristi 和 Mitidieri 研究了问题(1.2)在 1 2p m  N 和慢衰减初值条件下解的整体存在性与

不存在性。在文献[5]中，Gazzola 与 Grunau 则讨论了(1.2)在 | |pu 替换为 时，初值为最优衰减条件下解的

整体存在性。 

1| |pu  u

目前对方程组(1.1)的研究则较少。在文献[10]中，本文作者研究了模型(1.1)的广义 Fujita 临界指数问题。证

明了 
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则解在有限时刻爆破。最近我们还分别在文献[12]和[11,13]中研究了问题(1.1)解的自相似行为和爆破解的生命跨

度等问题。本文将利用 schauder 不动点定理与试验函数方法获得问题(1.1)在慢衰减初值条件下解的整体存在性

与不存在性。本文关键之处在于建立了关于积分系统(2.1)的所谓“比较原理”(见命题 2.1)，它对我们证明解的

整体存在性起着关键作用。 

2. 一些记号和预备结论 

利用半群理论，问题(1.1)可写成如下积分系统： 
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其中 表示抛物算子 ,b b t x ( )m
t   的核。已知    2 1, , 2N m mb t x t f xt    以及 
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   其中 vJ 表示 v 阶 Besel 函数。利用压缩映像原理可以证明存在

，问题(2.1)存在唯一解 ，0 0T  1 2( , )u u  ); X0[0, , 2,iu C T 　  1,i  见文献[15]。 

如果 ，则核 是变号的，因此相应的半群是不保序的。为此，我们引入控制核，见文献[7]： 1m  ( , )b t x
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考虑如下积分系统： 
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关于积分系统(2.1)和(2.3)，我们有如下比较结果： 
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证明：令 利用(2.3)式易导出 和 分别满足积分不等式： , 1, 2i i iw v u i   iw iw
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因此，利用(2.2)和 (2.5)式以及核 ( , )b t x 的正性易知 。即0iw       | , | , , , 0, , 1,N
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为证本文的主要结果，

需要如下几个引理。它们的证明可见文献[3]。 
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3. 具慢衰减初值解的整体存在性 

关于解的整体存在结果，有 
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取 充分小以及0b 2M C ，由上式得到     10 20
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i i i i ii ii i i i

pi pi i ip ppi ii i
ii ip i ii

p p

p p

v v p v v v v

p CM
v v CM V y v v

y


 

 

 

             




       

 
 
 

 


  

   (2)
11)

,    1,2
pi

i i 
      (3.7) 

由  的取法，利用引理 2.3，由(3.7)式导出      (2)

1 1

1(1) (2) (1) (2)

( 1) ( 1)
,   1, 2.

i
i i

i i

pp p

i i i i c i i
T v T v CN V v v i 



   
     

因此条件(d)成立。进而利用 Schauder 不动点定理可知T 在 S 上有一个不动点 1 2( , )v v  . 

定义 
( , ),       ,

( , ),     ,
i

i

v t x t

v x t





 


 

 

由前面证明易知 

       
2

10 20
1 2 1 2 1 1 2 2

1

, , , ,  0,   , ,N
i i i i

i

v v
aV V T V V TV T V TV TV M x R t        0,



        

因此 1 2( , )V V  是一致有界和等度连续的。利用修正的 Ascoli-Arzela 定理，可知 

存在子列 在 [01 2( ,
n n

V V  ) , ) NR  的一个紧子集上一致收敛于函数 ，进一步，由 1 2( , )v v

    10 ( 1)0
( ) d , 1,i

i
n

t p
i i i i

TV b t v b t s DV s s i  
      2  

和控制收敛定理，得 ，即 是(3.1)的一个整体解。应用命题 2.1 可知问题(1.1)的解1 2 1 2( , ) ( , )v v T v v 1 2( , )v v 1 2( , )u u u

是整体存在的，且     1, 2v v
i au t x t x  10 20, , , i ，定理 3.1 证毕。 

4. 具慢衰减初值解的整体不存在性 

先给出问题(1.1)一个弱解的定义: 

定义 4.1 令 [0, ) NQ R  
1i

。称 为问题(1.1)的弱解，如果 1 2( , )u u

1)  ( 1) ( ),   1, 2,i
p

i locu L Q i  
1 N2)  0 ( ),   1,2,i locu L R i 

且对于任意 ，下面积分等式成立： ( , ) ( )t x C Q 

        1 0( 1)
, d d ,0 d d d , 1,2.

i

i N

p m

i i tiQ R Q
u t x x t u x x x u x t i    

                 (4.1) 

关于问题(1.1)弱解的不存在性，我们有： 

定理 4.1 设 。进一步假设下面条件成立： 1, 1im p 

1) 在 上几乎处处成立， . 0 0iu  NR 1
0 ( ), 1, 2N

i locu L R i 

2) 存在常数 ，使得 

  10 20
| |
lim inf 1 0.
x

x u u C



                                  (4.2) 
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其中 1 2

1 2 1 2

1 1
0 2 max ,

1 1

p p
m

p p p p


  
   

  
则问题(1.1)不存在弱解。 

证明：假设 是(1.1)的一个弱解。设 满足1 11 2( , )u u 0 ( )i C R  i  以及 给定 。令 
1,      0 1,

0,      2.i

s
s

s


 
 

0R 

    1 22
, ,R m

xt
t x t x

RR
     

  
  

   
，其中 0  充分大确保后面的积分是收敛的。 

记   r2 2( , ) : 2 , 2m m
RQ t x Q R t R R x R      ，任意 ，1r  表示 的r Holder 共轭指数。对(4.1)式使用

Holder 不等式，得 

       1 1 12 2 21 1221 22 2
2 10 1, d d ,0 d d d d d d d ,

p p pp pp pm
tNQ R QR R

pp

Q Q
u t x x t u x x x x t x t u x t     

                 
       

(4.3) 

       1 1 11 1 11 1112 11 1
1 10 2, d d ,0 d d d d d d d

p p

.
pp pp pm

tNQ R QR R

pp

Q Q
u t x x t u x x x x t x t u x t     

                 
       

(4.4) 

作变换  1 2,  .mR x R t   

易知 

 

 

11 1

22 2

2 11

2 11

d d ,

d d .

R

R

m p Np p
tQ

m p Np p
tQ

x t CR

x t CR

 

 

  

  

 

 




                             (4.5) 

将(4.5)代入(4.3)和(4.3)，得 

             12 1 1 1 1 21 2 1 22 2
1 10 1, d d ,0 d d ,d

p pm p N p p pp p

NQ R Q
u t x x t u x x CR u x tx  

                    (4.6) 

             12 1 1 1 1 22 1 1 21 2
2 20 1, d d ,0 d d ,d

p pm p N p p pp p

NQ R Q
u t x x t u x x CR u x tx  

                    (4.7) 

因此利用 Young 不等式，从(4.6)和(4.7)导出 

   
     

1

1 2

1 2
12 1 1 11 1 1 2 2

1
10 ,0 d

N

p p
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p p

R
u x x x C R CR


              

 
   
  

                   (4.8) 

   
     

2

1 2

1 2
12 1 1 12 2 1 2 2
1

20 ,0 d
N

p p
pm p N p p p

N m
p p

R
u x x x C R CR


              

 
   
  

                  (4.9) 

将(4.8)和(4.9)式相加，得 

     
1 2

1 2 1 2

1 1
2 2

1
10 20+ ,0 d

N

p p
N m N m

p p p p

R
u x u x x x C R R

 
   

 1
 

     
  

                    (4.10) 

由(4.2)式，对任意 0  ，存在 使得 0 0R 

 10 20 01   ,x u u C x R
                                    (4.11) 

因此从(4.10)和(4.11)式得，当 时， 0R R
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           

       

1 2

1 2 1 2
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C
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

 



 
   

 



 
          
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

    
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 
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      (4.12) 

(4.12)式蕴含 1 2

1 2 1 2

1 1
2 max ,

1 1

p p
m

p p p p


  
  

  


1, 1  1 ( ), 1, 2NR i 

这是一个矛盾。定理 4.1 证毕。 

定理 4.2 设m p 以及 u L 。如果i 0i loc 0 10 200,  ,  0,  ,
1

N
iu u u x R

x


     


以及 

1 1 1p p 2

1 2 1 2

=2 max , .
1 1

m
p p p p


 

  
  

，使得如果问题(1.1)存在一个弱解，则必有 0  。 则存在常数 0 0 

证明：设定理中的条件成立。在(4.12)式中取 R  ，得 

           

 
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p p
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


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 

 
   

 

 

 
          

  
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

 



x

 

该不等式蕴含 C  。定理 4.2 证毕。 
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