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Abstract
As everyone knows, any triangle must have a orthocenter, but any tetrahedron does not
necessarily have a orthocenter, only the orthocenter tetrahedron can have the orthocenter [1]. It
can be inferred, when n≥3, any n-dimensional simplex does not necessarily have a orthocenter. In
this paper, we try to define a n-dimensional simplex with a orthocenter, it’s called n-dimensional
orthocenter simplex, the orthocenter property of n-dimensional orthocenter simplex is given.
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摘 要

众所周知，任意三角形必存在垂心，但任意四面体不一定存在垂心，只有垂心四面体才会存在垂心[1]。
可以推断，当 n  3 时，任意的n维单形也不一定存在垂心。本文尝试对存在垂心的n维单形作出定义，

称为n维垂心单形，给出了n维垂心单形的垂心性质。众所周知，任意三角形必存在垂心，但任意四面体

不一定存在垂心，只有垂心四面体才会存在垂心[1]。可以推断，当 n  3 时，任意的n维单形也不一定存

在垂心。本文尝试对存在垂心的n维单形作出定义，称为n维垂心单形，给出了n维垂心单形的垂心性质。

*脚注。
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1. 引言

定义1 当 3n  时，对于n维欧氏空间 nE 中的n维单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 中的任意四点 , , ,i j k lA A A A ，

0 , , ,i j k l n  且 , , ,i j k l 互不相等，若满足

,i j k lA A A A ，

则称 n 维单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 为 n 维垂心单形。

本文约定 n 维单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 的各顶点都在 n 维球面 O 上，设该球面半径

, 0 , 3.i R i n n   OA

2. n 维垂心单形的外心角、外心向量与棱之间的等价关系

2.1. n 维垂心单形的外心角余弦定理、外心向量恒等式与棱勾股定理

当任意 n 维单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 内接于 n 维球面 O，则  0 1 2: , , , , nA A A A A 为 n 维垂心单形的

充要条件为：

,i j k l i k j l i l j k          OA OA OA OA OA OA OA OA OA OA OA OA (1)

cos cos cos cos cos cos ,i j k l i k j l i l j kAOA A OA AOA A OA AOA A OA           (2)

2 2 22 2 2 ,i j k l i k j l i l j k    A A A A A A A A A A A A (3)

0 , , ,i j k l n  ， 3n  且 , , ,i j k l 互不相等。

证明：

充分性：

根据 n 维垂心单形的定义，有

   0 ,i j k l j i l k j l j k i k i l            A A A A OA OA OA OA OA OA OA OA OA OA OA OA

移项得

.i k j l i l j k      OA OA OA OA OA OA OA OA

再根据 , , ,i j k l 的一般性，有

0,i k j l A A A A

同理可证得

.i j k l i k j l i l j k          OA OA OA OA OA OA OA OA OA OA OA OA

因为

,i j k l R   OA OA OA OA

所以
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i j k l

k li j

i k j l j li k
i k j l

i k j l

i l j k j ki l
i l j k

i l j k

AOA A OA
R

AOA A OA
R

AOA A OA
R

    
     

   
      

   
      

OA OA OA OA OA OA OA OA

OA OAOA OA

OA OA OA OA OA OAOA OA

OA OA OA OA

OA OA OA OA OA OAOA OA

OA OA OA OA

根据三角形的余弦定理，有

 

2 2

22 2 2

2

2 cos 2 cos

2 2 cos cos

i j k l

i j i j i j k l k l k l

i j k l

AOA A OA

R AOA A OA



       

    

A A A A

OA OA OA OA OA OA OA OA

同理

 22 22 2 cos cos ;i k j l i k j lR AOA A OA     A A A A

 22 22 2 cos cos .i l j k i l j kR AOA A OA     A A A A

由(2)得
2 2 22 2 2 .i j k l i k j l i l j k    A A A A A A A A A A A A

至此，充分性得证，下证必要性：

由于

,i j k l i k j l      OA OA OA OA OA OA OA OA

对上式移项可得

    ,i j k j k l i k j k j l        OA OA OA OA OA OA OA A A A A OA

即

 0 .i l k j l i k j    OA OA A A A A A A

因此

.i l j kA A A A

同理可证

, .i j k l i k j l A A A A A A A A

根据 , , ,i j k l 的一般性和任意性，可知 n 维单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 即为 n 维垂心单形。

2.2. 推论

当任意四面体 ABCD 内接于球面 O，该四面体为垂心四面体的充要条件为：

,          OA OB OC OD OA OC OB OD OA OD OB OC

cos cos cos cos cos cos ,AOB COD AOC BOD AOD BOC          
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2 2 2 2 2 2 .    AB CD AC BD AD BC

综上所述，当 3n  时，n 维单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 为 n 维垂心单形的另一充要条件为：

 0 1 2, , , , nA A A A 中的任意四点所构成的四面体为垂心四面体。

3. n 维垂心单形的垂心、偏垂心、垂线

定义 2 当 3n  时，对于 n 维垂心单形  0 1 2: , , , , nA A A A A ，若点 H 满足

0

1 ,
1

n

i
in 


 OH OA

则点 H 称为 n 维垂心单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 的垂心。[2]

定义 3 当 3n  时，对 n 维垂心单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 去掉任一点 iA 得到的 1n  维单形记作 iA ，

对 iA 所在的 n 维超平面记作 i 。若点 iH 满足

0

1 ,
2

n

i j i
jn 

 
    

OH OA OA

则点 iH 称为顶点 iA 的偏垂心。

3.1. n 维垂心单形的顶点、垂心、偏垂心共线定理

当 3n  时，在 n 维垂心单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 中， , ,i iA H H 三点共线。

证明：

显然

0

1 ,
1

n

i i j i
jn 

   
 A H OH OA OA OA

  

0 0

0

1 1
2 1

1 1
1 2 2

1 1
2 1

n n

i i j i j
j j

n

j i
j

i i i

n n

n n n

n n

 



 
       

 
  

 
 

 



HH OH OH OA OA OA

OA OA

A H A H

故 , ,i iA H H 三点共线。

定义 4 将 , ,i iA H H 三点所在的直线称作 n 维垂心单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 的一条垂线。

3.2. n 维垂心单形的垂线性质

当 3n  时，n 维单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 为 n 维垂心单形的充要条件为：任意一条垂线 iA H 均垂直

于 iA 所在的 n 维超平面 i 。

证明：

当 n 维单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 为 n 维垂心单形时，由定义可知

1 2 0 , 3 .iA A A A i n  

因此
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 

A H A A OH OA OA OA
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[3]

同理可证 0A H 垂直于 0A 上的其余各棱，故 0A H 垂直于 0A 所在的 n 维超平面 0 。

易证 iA H 也垂直于 iA 所在的 n 维超平面 i ， 0 i n  。至此，充分性得证，下证必要性：

若 n 维单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 满足任意一条垂线 iA H 均垂直于 iA 所在的 n 维超平面 i ，

0 , ,i j k n  ，且 , ,i j k 互不相等，可得

 0 , , ,

1 0.
1i j k i l j k

l n l i l j l kn     

   
 A H A A A A A A

即

 0 , , ,
0.i l j k

l n l i l j l k    

  A A A A

把 , ,i j k 的所有符合条件的整数值分别代入上式，可以得到由   1 1n n n  个关于 i l j kA A A A 的齐次

线性方程组成的齐次线性方程组，每个方程有 2n  个项。显然，这个齐次线性方程组只有零解。

因此，当 0 , , ,i j k l n  且 , , ,i j k l 互不相等时

0.i l j k A A A A

故 n 维单形  0 1 2: , , , , nA A A A A 为 n 维垂心单形。必要性得证。

另外，本理的充分性和必要性也可以对 n 使用数学归纳法求证，有兴趣的读者可自行试证。
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