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摘  要 

基于对称非负逆特征值问题的黎曼优化模型，提出了求解该问题的黎曼梯度下降算法和黎曼共轭梯度算

法，并分析了这两种算法的收敛性。通过数值实验，比较了两种算法的收敛效率。数值结果表明，求解

高阶的非负逆特征值问题时，黎曼共轭梯度算法的收敛效率要高于黎曼梯度下降算法。 
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Abstract 
The Riemannian gradient descent algorithm and the Riemannian conjugate gradient algorithm are 
proposed for solving the symmetric nonnegative inverse eigenvalue problems, respectively, togeth-
er with the convergence analysis. At last, some numerical experiments are provided to illustrate 
the convergence of the algorithms, and they show that the Riemannian conjugate gradient algo-
rithm is more effective than the Riemannian gradient descent algorithm. 
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1. 引言 

矩阵中所有元素都是非负实数的矩阵称为非负矩阵。非负矩阵理论一直是矩阵理论中重要的研究领

域之一，并且在数学和自然科学的其它分支以及社会科学中都被广泛涉及，例如博弈论、Markov 链、概

率论、数值分析、离散分布、群论、小振荡弹性系统和经济学等。经典的非负逆特征值问题是已知矩阵

的全体特征值，求非负矩阵(简称 NIEP)。近来，白正简老师等人研究了已知矩阵部分特征对的非负逆特

征值问题[1] [2] [3]。特别地，若所求非负矩阵是对称的，则称为对称非负逆特征值问题(简称 SNIEP)；若

所求非负矩阵是随机矩阵(行和为一的非负矩阵)，则称为对称随机逆特征值问题(简称 StNIEP)。NIEP 在

物理学、控制设计、结构动力学、博弈论、马尔可夫链、概率算法、数值分析、离散分布，分类数据，

群论和经济学等领域有广泛的应用[4] [5] [6]。自从 1937 年数学家 Kolmogorov 提出矩阵非负逆特征值问

题以来，一直备受关注。关于 NIEP 的研究主要是两个方面，一方面关于解的理论研究，包括解的存在

性和唯一性，另一方面算法研究，即研究求解各类非负逆特征值问题的数值算法研究。关于第一个方面

的研究，虽然取得了一些重要的研究结果，至今仍未彻底解决。1949 年数学家 Sulemanova 提出了矩阵理

论第二大猜想：给定一个封闭的共轭 n 元复数组{ }1 2, , , nλ λ λ ，能否找出使得此 n 元复数组是某个非负

矩阵谱的充分必要条件。文献[4] [7] [8] [9] [10]研究了建立当矩阵的阶数小于等于 5 阶时，有解的充分必

要条件；当阶数高于 5 阶时，文献[9] [10]研究了有解的充分条件。其中 Perron-Frobenius 定理的运用，

使得这个问题的解决取得了很大的进步；关于解的存在性比较完整的研究结果可以参考 M.T. Chu 和 G.H. 
Golub 合著的文献[11]。 

本文关注的重点是 NIEP 的数值算法。关于已知部分特征对的 NIEP，白正简老师等人在[2]中提出了

非光滑牛顿法，并证明了算法局部收敛，且算法收敛时收敛速度是二阶的。进一步，白正简老师等人在

文献[1]中将这类问题转化为黎曼流形上的优化问题，提出了共轭梯度算法，并证明了算法的收敛性。最

近，杨丹在[12]中，通过将这类问题转化为凸可行性问题，提出了交替投影算法，并证明了算法线性收敛。

关于经典的 NIEP，即已知矩阵的全体特征值，求非负矩阵，Oris 等人在文献[8]中将非负逆特征值问题转

化为求解两个集合交集的可行性问题，从而提出了交替投影算法，并在一定条件下建立了算法的收敛性。

受这一思想的启发，党婵娟在文献[13]中研究了 StNIEP。通过将该问题转化为求解可行性问题，提出了

交替投影算法和 Average 交替投影算法，并借助黎曼流形上投影算子的性质研究了算法的收敛性和收敛

速度。值得一提的是，Chu 等人在文献[7]将 SNIEP 转化为黎曼流形上的优化问题，通过建立相应变量的

微分方程，提出了“梯度流”算法。该问题本质上是将 SNIEP 转化为微分方程来求解，当文中的ω 极限

点满足一定条件时，算法收敛(详见[7])。最近，Chu 等人在[11]运用类似的技术研究了一般 NIEP 的梯度

流算法，同时运用到求解 StNIEP。 
自从 1972 年 Luenberger 提出黎曼流形上沿测地线的梯度下降算法[14]，黎曼流形上的优化算法的研

究受到了很大的关注。其他黎曼流形上优化算法的研究，包括更一般的梯度算法，信赖域算法，牛顿法，

次梯度法等见[15] [16]-[21]及其参考文献。正如这些文献中指出，运用黎曼流形技术求解欧氏空间的优化
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问题，不论在理论上还是实际应用中都有重要的意义。其主要优点包括可将欧氏空间中的约束优化问题

转化为无约束优化问题；将病态问题转化为非病态问题；将非凸优化问题转化为凸优化问题。本文在第

三节考虑的优化问题就运用把欧氏空间中的约束优化问题转化为无约束优化问题这一优点。受到 Chu 等

人在文献[7]研究的启发，基于该文献提出的黎曼优化模型，我们分别提出黎曼梯度算法和黎曼共轭梯度

算法求解 SNIEP。通过对 SNIEP 的分析，分别建立了两类算法的全局收敛性(算法的收敛性不依赖于初始

点的选取)。正如我们上面指出，已有求解 SNIEP 的算法，均不具备全局收敛性。文献[7]中的梯度流算

法当ω 极限点满足一定条件时收敛，而文献[8]中交替投影算法在初始点满足一定条件下收敛。最后通过

数值例子，我们验证了算法的收敛性。在数值实验中，将 Stiefel 流形上的拉回映射和平移映射应用到算

法中，解决了乘积黎曼流形上的拉回映射和平移映射的计算问题。通过数值例子可以看出，求解高阶的

SNIEP 时，黎曼共轭梯度算法的收敛效率高于黎曼梯度算法。 
本文结构如下。在下一节，我们将介绍一些黎曼流形上的相关知识。第三节分别提出来求解 SNIEP

的黎曼梯度下降算法和黎曼共轭梯度算法。第四节，分析得到了算法的全局收敛性。最后，通过第五节

的数值实验，验证并比较了两种算法收敛性。 

2. 预备知识 

这节主要介绍黎曼流形上的一些基本的概念和结论，它们可以在黎曼流形的书上找到，例如[15] [22] 
[23]。 

设是一个 Hausdorff 拓扑空间，若的每一个点 x 都有一个开邻域U ⊂，使得 U 和 n 维欧氏

空间 n
 中的一个开子集是同胚的，则称是一个 n 维拓扑流形。若上有C∞ 微分结构，则称为C∞

微分流形(或光滑流形)。以下我们总假设是光滑流形。设 x∈，则在点 x 处的所有切向量组成的集

合称为流形在点 x 处的切空间，记为 xT ，而 : x
x

T T
∈

= 


 称为切丛。设 g 是上的一个光滑的

二阶协变张量场。如果 g 是对称、正定的，则称 g 为上的黎曼度量。若在上指定一个黎曼度量 g，
则称 ( ), g 为一个黎曼流形，简记为。本文也用符号 ,⋅ ⋅ 来表示在光滑流形上指定的黎曼度量 g。在

上存在唯一一个与度量 g 相容的黎曼联络 D。设 I ⊂ 是中一个区间， : Iγ →为上一条光滑 

曲线，如果满足
d 0

d d
D
t t

γ  = 
 

，则称其为上一条测地线。设是完备的黎曼流形，则对任意 x∈， 

任意 xTξ ∈ ，则存在唯一测地线 ( ); , :t xγ γ ξ= → ，满足： 

( )
0

d0 ,
d t

x
t
γγ ξ

=

= = 。 

设 x∈，定义点 x 处的指数映射 :Expx xT → 为： 

( ) ( )Exp 1; ,x xx Tξ γ ξ ξ= ∀ ∈ 。 

我们知道欧氏空间 n
 作为特殊的黎曼流形，其每一点处的切空间都是它自己。 n

 中点和点以及点

和切向量之间可以直接进行线性运算。但是一般的黎曼流形上不存在这样的线性运算，为进行类似的运

算，我们需要引入拉回映射、平移映射作等。以下拉回映射的概念是指数映射的推广，它将切空间 xT 
上的点一一映射到流形上，这一概念最先由 Adler [24]提出。 

定义 2.1 称流形上的光滑映射 :T → 是拉回映射，如果在 xT 上的映射 x 满足： 
1) ( )0x x x= ， 0x 是 xT 的零元； 
2) 若 0 x xT T T ，则 x 满足 ( )D 0 id

xx x T=  ， id
xT 是 xT 上的恒等映射。 

可以验证，指数映射是拉回映射。除指数映射以外，还有其他拉回映射，例如在球面 

{ }1 T: 1n nS x x x−= = ∈ = 上， x∈，在 xT 上的映射 x 定义为： 
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( )x x
x T
x

ξξ ξ
ξ

+
= ∀ ∈

+
 ， 

则是球面上的拉回映射。 
为在黎曼流形上不同点的切空间之间实现加(减)法运算，定义平移映射[15]。为此，记 

( ){ }, : , ,xT T T xη ξ η ξ⊕ = ∈ ∈    。 
定义 2.2 称黎曼流形上的光滑映射 :T T T⊕ →   是上的平移映射，如果 满足： 
1) 对于任意 , ,xT xξ η ∈ ∈ ，存在一个拉回映射，使得 ( ) ( )x

Tη ηξ ∈   ； 
2) 对于任意 ,xT xξ ∈ ∈ ，都有 ( )0x

ξ ξ= ； 
3) 对于任意 , ,xT xξ ζ ∈ ∈ ，都有 ( ) ( ) ( )a b a bη η ηξ ζ ξ ζ+ = +   。 
特别地，我们介绍 Stiefel 流形 ( ) { } ( )TSt , : 2n p

pp n X X X I p×= = ∈ = ≥ 及其上的拉回映射和平移

映射等，这些结论均可以在[15]中找到。设 X ∈，在点 X 处切空间为 

{ } ( ){ }T T T: 0 : , n p pn p
XT Z X Z Z X X X K K − ××

⊥= ∈ + = = Ω+ Ω = −Ω ∈  ， 

黎曼度量为 

( ) ( )T
1 2 1 2 1 2 1 2, , trace , Xg Z Z Z Z Z Z Z Z T= = ∀ ∈ ， 

其中 ( )trace )A 表示矩阵 A 的迹。设 , XX Z T∈ ∈ 。在点 X 处指数映射为： 

( ) [ ] ( ) ( )
( ) ( )( )0 0

Exp , exp exp 0
0 0

p
X

p

A S I
t X Z t A t

I A
 −   

= −         
， 

其中 ( ) ( )T T0 : , 0A X Z S Z Z= = 。基于极分解的拉回映射定义为： 

( ) ( )( )
1

T 2
X pZ X Z I Z Z

−
= + + ； 

基于 QR 分解的拉回映射可定义为： 

( ) ( )qfX Z X Z= + ，                               (2.1) 

其中 ( )qf X Z+ 是对矩阵 X Z+ 进行 QR 分解后所得到的正交矩阵 Q [15]。在流形上可以沿着测地线进行

线搜索，也可以直接使用相应的拉回映射，但它们在不同的流形上的计算效率是不一样的。在球面上无

论是沿测地线进行线搜索还是使用拉回映射，计算效率相差不大[3] [25]。一般而言，即使同一个流形上，

不同的拉回映射也可能会有不同的计算效率。设 X ∈， 1 2, XZ Z T∈ 。在后面的数值实验中，我们采

用以下 Stiefel 流形上的平移映射[22]： 

( ) ( )2

T T
1 1 1skewZ YZ I YY Z Y Y Z T= − + ∈  ，                       (2.2) 

其中 ( ) ( ) ( )T T T
2 1 1 1

1, skew :
2XY Z Y Z Y Z Z Y= = − 。注意，其中拉回映射可以是上面指出的拉回映射中

的任意一个。 
设 :f →  是黎曼流形上的光滑函数，定义 f 的梯度为一个光滑切向量场 gradf 如下： 

( )( ) ( ) ( )grad , grad , , xg f x f x f x Tξ ξ ξ ξ= = ∀ ∈ ∈ 。 

设黎曼流形是黎曼流形的子流形，x∈， :f →  是的光滑函数。设 :f →  是 f
在上的限制，则 f 在上梯度函数等于 f 在上的梯度在 xT 上的投影，即有： 

( ) ( )grad gradxf x P f x= ， 
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其中 xP 是从切空间 xT 到切空间 xT 的投影算子。本文中的范数“ ⋅ ”均表示为 Frobenius 矩阵范数。 

3. 黎曼梯度下降算法及黎曼共轭梯度算法 

考虑黎曼流形上的优化问题： 

( )min
X

f X
∈

， 

其中是一个黎曼流形， :f →  是定义在上的光滑函数。正如我们在引言部分指出，黎曼流形

上的一阶优化算法的研究取得了丰富的研究结果。特别地，文献[1] [15]分别研究了黎曼流形上带 Armijo
步长的梯度下降算法和共轭梯度算法，具体见下面的算法 1 和算法 2。 
 

算法 1. 采用 Armijo 步长的黎曼梯度下降算法 

Step 0 任取初始点 0X ∈，给定参数 ( ), , 0,1α ρ δ ∈ . 

Step 1 计算 ( )gradk kf Xη = − . 

Step 2 确定 { }max , 0,1,2,j
k jα αρ= =  使得 

( )( ) ( ) 2

kx k k k k kf f Xα η δα η− ≤ − . 

Step 3 令 ( )1 :
kk X k kX α η+ = . 

Step4 1k k= + 并转 Step 1. 

 
算法 2. 采用 Armijo 步长的黎曼共轭梯度算法 

Step 0 任取初始点 0X ∈，给定参数 ( )2 1 3 1 20, 0, , , 0,1 , 0µ µ µ α ρ δ δ≥ > ≥ ∈ > . 

Step 1 计算 
( )
( )

grad if 0
:

grad if 1
k

k
k k k

f X k
f X k

η
β η

− == − + ∆ ≥
, 

其中 ( )1 1 1:
k kk kα ηη η
− − −∆ =  ，

( )
( ) ( )

2

1
2

2 3 1

grad
:

grad , grad
k

k

k k k

f X

f X f X

µ
β

µ η µ −

=
∆ +

. 

Step 2 确定 { }max , 0,1,2,j
k jα αρ= =  使得 

( )( ) ( ) ( ) 22
1 2grad ,

kx k k k k k k k kf f X f Xα η δ α η δ α η− ≤ − . 

Step 3 令 ( )1 :
kk X k kX α η+ = . 

Step 4 1k k= + 并转 Step 1. 

 
关于这两个算法的收敛性见下面的命题 3.1 和 3.2，它们分别来自文献[15] [18] [19] [25]和[1] [19]。 
命题 3.1 假设 :f →  是一个光滑映射，{ }kX 是在 f 作用下由算法 1 产生的无穷点列，且满足： 
① 对于任意给定点 0X ∈， ( ) ( ){ }0:X f X f XΩ = ∈ ≤ 是紧集； 
② 梯度函数 grad : X Xf T T→ 在 0X XT∈ 处 Lipschitz 连续，即存在一个常数 

1 20, ,L X X> ∈，使得： 
( ) ( ) ( )1 2 1 2grad grad dist ,f X f X L X X− ≤ ⋅ ， 

其中 ( )1 2dist ,X X 是 1 2,X X 两点的黎曼距离。则有 
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( )liminf grad 0kk
f X

→∞
=                                 (3.1) 

命题 3.2 假设 :f →  是一个光滑映射，{ }kX 是在 f 作用下由算法 2 产生的无穷点列，满足命题

3.1 中的条件①和②，且算法 2 中的参数还满足条件 

③ 1 1

2 1

2
1

1
µ δ
µ δ

− >
+

，且 1

3

1
µ
µ

< ，                            (3.2) 

则有(3.1)成立。 

4. 对称非负逆特征值问题 

本文研究求解 SNIEP 的算法，即求一个对称非负矩阵，使得它的特征值是给定的 n 个常数

{ }1 2, , , nλ λ λ 。我们将通过 SNIEP 转化为将黎曼流形上优化问题，并提出黎曼梯度算法和黎曼共轭梯度

算法进行求解。为此，先引进一些记号。记 { }1 2: diag , , , nλ λ λΛ =  。记所有的 n 阶正交矩阵构成的 Stiefel
流形为 ( )n 集合，即 

( ) { }T: :n n
nn Q Q Q I×= ∈ = 。 

设 ( )X n∈ ，则流形 ( )n 在点 X 处的切空间是 

( ) { }T T: 0n n
XT n Z X Z Z X×= ∈ + = 。 

黎曼度量为
 

( ) ( ) ( )T
1 2 1 2 1 2 1 2, , trace , Xg Z Z Z Z Z Z Z Z T n= = ∀ ∈  。 

记 n 阶实对称矩阵组成的集合 ( ) { }T: :n nn B B B×= ∈ = ，显然 ( )n 是欧氏空间，也是特殊的黎曼

流形。设 ( )X n∈ ，则 ( )n 在 X 点处的切空间为 

( ) ( )XT n n=  。 

在点 X 处的黎曼度量为 

( ) ( ) ( )T
1 2 1 2 1 2 1 2, , trace , Xg W W W W W W W W T n= = ∀ ∈  。 

显然乘积空间 ( ) ( )n n×  也构成一个黎曼流形，在任意一点 ( ) ( ) ( ),Q R n n∈ ×  处的切空间为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,Q R Q RQ RT n n T n T n T n T n× = × =      。 

设 ( ) ( ) ( ),Q R n n∈ ×  。在点 ( ),Q R 的黎曼度量为：对任意 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 ,, , , Q RZ W Z W T n n∈ ×  ， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2, , , , , , , trace traceQ Rg Z W Z W Z W Z W Z Z W W= = + 。 

对于黎曼流形 ( )n ，本文采用了基于 QR 分解的拉回映射(2.1)和平移映射(2.2)。设 

( ) ( ) ( ),Q R n n∈ ×  ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 ,, , , Q RZ W Z W T n n∈ ×  ，则可以分别定义流形 ( ) ( )n n×  上的拉回

映射和平移映射如下： 

( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , qf ,Q R Z W Q Z R W= + + ， 

( ) ( ) ( )1 1

T
2 2 1 1 2,

1, ,
2Z W Z W Z YZ Y W = − 

 
 ， 

其中 ( )2: QY Z= 。 
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文献[1]将 SNIEP 转化成了下面的黎曼优化问题： 

( )

( ) ( ) ( )

2T1min , :
2

s.t. ,

f Q R Q Q R R

Q R n n

= Λ − ∗

∈ × 
                            (4.1) 

其中 ⋅ 表示矩阵的 F 范数，R R∗ 表示矩阵 R 和 R 的 Hadamard 乘积(即 ( )2
ijR R R∗ = ， ( )ijR R= )。当 SNIEP

有解时，SNIEP 等价于黎曼流形 ( ) ( )n n×  上优化问题(4.1)。同时文献[7]给出了目标函数 f 在流形 

( ) ( )n n×  上的梯度表达式如下：对于任意的 ( ) ( ) ( ),Q R n n∈ ×  ，都有 

( ) ( ) ( ) ( )( )T Tgrad , , 2f Q R Q R R Q Q Q R R Q Q R R R= ∗ Λ −Λ ∗ − Λ − ∗ ∗ 。             (4.2) 

Chu 等人在[7]提出了用“梯度流”的方法求解问题(4.1)。具体地，将 ( ) ( ) ( )TX t Q t Q t= Λ 、 

( ) ( ) ( )Y t R t R t= ∗ 看作关于 t 的“流”，通过建立 ( )Q t 和 ( )R t 满足的微分方程，运用微分方程的求解方

法求解其极限点。如果轨道 ( ) ( )( ),X t Y t 的ω -极限集包含一个类型为 ( )ˆ ˆ,X X 的单点，则 ( ) ( )( ),X t Y t 收敛

到 ( )ˆ ˆ,X X 。容易看出，“梯度流”的求解思路本质上是最速下降法的思路，但不是所有梯度“流”都会

收敛到问题(4.1)的解。基于黎曼流形上的优化模型(4.1)，我们提出采用线搜索的黎曼优化算法 1 和算法 2
进行求解。以下是这两个算法运用到求解问题(4.1)的收敛性分析，为此我们先证明下面的引理。 

引理 4.1 在模型(4.1)中，对于任意给定点 ( ) ( ) ( )0 0,Q R n n∈ ×  ，以下水平集是紧集： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0, : , ,Q R n n f Q R f Q RΩ = ∈ × ≤  。 

证明：设 ( ),Q R ∈Ω，则 

( )TtraceQ Q Q n= = ，                             (4.3) 

( )T
0 02 ,Q Q R R f Q RΛ − ∗ ≤ 。                           (4.4) 

由柯西不等式， 

( )2 2 2 4

, , ,
1ij ij ij

i j i j i j
R r r n r n R R= = ⋅ ≤ ⋅ = ⋅ ∗∑ ∑ ∑ 。                     (4.5) 

又由矩阵 F 范数的酉不变性[26]可得 
TQ QΛ = Λ 。 

所以由(4.4)，得 

( )T T
0 02 ,R R Q Q R R Q Q f Q R∗ ≤ Λ − ∗ + Λ ≤ + Λ ， 

所以由(4.5) 

( )( )0 02 ,R n f Q R≤ ⋅ + Λ ， 

于是由(4.3)及上式可得 

( ) ( )( )0 0, 2 ,Q R Q R n f Q R n= + ≤ ⋅ + Λ + ， 

故水平集Ω是有界的。又 f 在 ( ) ( )n n×  上显然是连续的，故水平集Ω是闭集，从而Ω是紧集。 
引理 4.2设 ( ) ( ) ( )0 0,Q R n n∈ ×  ，则 gradf 在水平集Ω上是Lipschitz连续的(Ω如引理 4.1中定义)。 
证明：由目标函数 f 的定义，可知 f 是定义在 ( ) ( )n n×  上的光滑函数。又由引理 4.1 知Ω是紧集，
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f 的 Hessian 矩阵在Ω上有界。再由微分中值定理， gradf 在Ω上是 Lipschitz 连续。 
由命题 2.1，2.2 和引理 4.1，4.2，可得以下定理。 
定理 4.1 设{ }kX 是运用算法 1 或者算法 2 求解问题(4.1)产生的无穷点列，且算法 2 中参数满足命题

2.2 中条件③，则有 

( )liminf grad 0kk
f X

→∞
= 。 

5. 数值实验 

本节利用数值实验来验证算法 1 和算法 2 有效性，并比较这两种算法之间的收敛性。停机准则：

( ) 2 12grad , 10f Q R −≤ ，实验所用软件是 Matlab2018a。实验中初始矩阵 0 nQ I= 是 n 阶单位矩阵，

( )0R ones n= 是所有元素都是 1 的 n 阶矩阵。实验中的参数取值情况如下： 0.5α ρ= = ， 1 0.1δ δ= = ，

2 10δ = 。为了满足命题 3.2 的条件③ (即(3.2)式)，取 1 2 31, 2, 3µ µ µ= = = 。下图 1~4 所示的是不同阶数，

两种算法的收敛比较(横坐标是迭代次数，纵坐标是函数值)。 
 

 
Figure 1. n = 4 
图 1. n = 4 

 

 
Figure 2. n = 6 
图 2. n = 6 
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Figure 3. n = 20 
图 3. n = 20 

 

 
Figure 4. n = 100 
图 4. n = 100 

 
为了进一步比较黎曼梯度下降算法和黎曼共轭梯度算法的收敛效率，在选取和以上实验相同参数的

情况下，将函数值的精确度 Res 取为 1.0E−13；矩阵的阶数 n 依次取为 6，10，20，50，100，迭代时间

都是运行程序 10 次后取的平均值。其中 i 是迭代的次数，T 是迭代时间(单位是秒)，Res 表示函数值 f 的
精确度，n 是矩阵的阶数。见表 1。 
 
Table 1. The experimental results of Algorithm 1 and Algorithm 2 at different orders 
表 1. 算法 1 和算法 2 在不同阶数下的实验结果 

阶数 算法 1 (黎曼梯度下降算法) 算法 2 (黎曼共轭梯度算法) 

n Res i T Res i T 

6 8.71E−13 72 0.0029 3.36E−13 103 0.007 

10 3.28E−13 70 0.004 3.59E−13 125 0.01 

20 1.50E−13 322 0.039 2.08E−13 272 0.04 

50 5.12E−13 6038 4.5 2.43E−13 1201 1.12 
100 5.40E−13 22226 109 2.68E−13 4616 23 
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从以上各图可以看出，在相同的迭代次数时，黎曼梯度下降算法比的函数值下降量更多。但是从上

表可以看出，在阶数较高的情形下( 50n ≥ )，黎曼共轭梯度算法达到相同精度的运行时间比黎曼梯度下降

算法更短。这表明，在求解高阶 SNIEP 时，黎曼共轭梯度算法比黎曼梯度下降算法更有效。 

6. 结论 

本文提出了用黎曼梯度下降算法(算法 1)和黎曼共轭梯度算法(算法 2)求解对称非负逆特征值问题，

并建立了算法的收敛性。在数值实验中比较了这两种算法的收敛效率，实验的结果是：在高阶的情况下，

黎曼共轭梯度算法比黎曼梯度下降算法收敛效率更高。接下来我们将研究用黎曼二阶算法求解对称非负

逆特征值问题，并比较各种黎曼算法的收敛效率。 
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