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Abstract 
By introducing parameter function, combined with the integral method in mathematical analysis and 
complete square method and Riccati transform, some new interval oscillation criteria for a class of 
second-order nonlinear differential equations with multiple time-varying delays are obtained. The 
oscillation criteria are more general. These results are different from most known ones in the sense 
that they are based on the information only on a sequence of sub-intervals of [ ]I t= ∞0 , , rather than 
on the whole half-line. An example is given to illustrate the feasibility of the main results. 
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摘  要 

引入参数函数，结合数学分析中的积分方法和完全平方法以及Riccati变换，得到一类二阶非线性多时滞
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微分方程的新的区间振动准则。该振动准则更具有一般性。区别于已知依赖于整个大区间的性质结果，

这里得出的振动准则是仅仅依赖于该区间上的子区间列的性质。我们还给出了一个例子说明主要结果的

有效性。 
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1. 引言 

微分方程理论是数学学科的一个重要分支，其中泛函微分方程理论是一个重要研究方向，可以参看

文献[1] [2]。微分方程振动理论可广泛应用于种群动力学、物理科学、通讯技术、神经网络科学和计算机

科学等学科方向。微分方程振动理论及其应用受到很多学者的关注，出现大量的研究论文和专著，请参

考文献[3]-[11]。文献[12] [13] [14] [15] [16]研究了各种方程的区间振动性。 
受以上文献的启发，本文主要讨论如下较为一般的二阶非线性多时滞微分方程的区间振动性质： 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )1 2 0, , , 0,ma t x t p t x t q t f x t x t x t g x t t tτ σ σ σ
′ ′+ + = ≥  

           (1) 

为此，我们拟引入参数函数，并结合数学分析中的积分方法、完全平方法以及 Riccati 变换，得到方程(1)
的新的区间振动准则。这里的振动准则比已有文献中的准则更具有一般性。区别于已知依赖于整个大区

间的性质结果，这里得出的振动准则仅仅依赖于该区间上的子区间列的性质。 
关于方程(1)，我们假设下面的几个条件始终是成立的： 
(I1) [ )( )0, ,a C t +∈ ∞  ，其中 ( )0 ,t ∈ = −∞ ∞ ； 
(I2) ( ) ( )0 1, 0p t q t≤ ≤ ≥ ，且 ( )q t 不最终恒为 0； 
(I3) [ )( ) ( )0, , , 0C t tτ τ ′∈ ∞ ≥ ； 
(I4) [ )( ) ( ) ( ) ( ) { }1

0, , , , 0, 1,2, ,i mC t t t t t i I mσ σ σ σ ′∃ ∈ ∞ ≤ ≤ > ∈ =  ； 
(I5) ( ),mf C∈   ，且当 1 2, , , mx x x 具有相同符号时， ( )1 2, , , mf x x x 与诸 ix 同号， 

1 0, 0,m mi I k i I∈ ∃ > ∈ ，使得
( ) ( )0

0

1 2
1

, , ,
0 0m

i
i

f x x x
k x

x
≥ > ≠



； 

(I6) ( ) 2 2, 0g t k k> > 。 

2. 预备知识和引理 

定义 1 (H 函数)：称函数 ( ),H H t s= 属于函数类 X，记作 H X∈ ，假如 ( )+,H C D∈  满足： 

( ) ( ), 0, , 0,H t t H t s t s= > > , 其中 ( ){ }, :D t s s t= −∞ < ≤ < ∞ , 

且 H 在 D 上有导函数
H
t

∂
∂

和
H
s

∂
∂

满足 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , , , , , , , ,loc
H Ht s h t s H t s t s h t s H t s h h L D
t s

∂ ∂
= = − =

∂ ∂
  

定义 2 (解)：称函数 ( )x t 是方程(1)的解，如果函数 ( ) [ )0 0 0: , ,x t T T t∞ → ≥ ，使得 ( )x t 和 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )a t x t p t x tτ ′+ 都是连续并且可微的，而且对 0t T≥ ，满足方程(1)。 

本文中我们着重讨论研究的是方程(1)的非平凡解 ( )x t ，若该解满足 ( ){ }sup : 0x t t T≥ > 那么对于所

有的 0T T≥ 结论都是成立的。 

定义 3 (振动)：如果方程(1)的非平凡解有任意大的零点，即无论自变量多大，该解的函数都与坐标

轴 x 轴有交点，那么就称这个非平凡解是振动的；若不然就称它是非振动的。方程(1)称为振动的，如果

它的所有的非平凡解都是振动的。 
引理 1：假设 ( )x t 是方程(1)的最终正解，即存在足够大的 0 0T t≥ ，使得 0t T≥ 时 ( ) 0x t > ，那么对于

它的任何子区间 [ ) [ )0, ,c b T⊂ ∞ 以及任何非递减的函数 ( )1 ,C Iρ +∈  和 ( ),H C D +∈  都有： 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

01 2

2

2

1 , d

1, , , d
4

b
ic

b

c

k k s q s s H b s s

s a s s
H b s c h b s H b s s

s s

ρ ρ σ

ρ σ ρ
ω

σ ρ

−

 ′
≤ + − ′  

∫

∫
                   (2) 

成立，其中 ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

a t z t
t t

z t
ω ρ

σ
′

= ， ( ) ( ) ( ) ( )( )z t x t p t x tτ= + 。 

证明：假设 ( )x t 是方程的最终正解，则存在一个很大的 0 0T t≥ ，使 0t T≥ 时， ( ) 0x t > ，进而由假设

可知 

( )( ) ( )( ) ( )( )0, 0, 0ix t x t x tτ σ σ> > >  ( mi I∈ ), 

显然在 [ ) [ )0, ,c b T⊂ ∞ 上，以上各不等式依然成立。令 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,z t x t p t x tτ= +  

可以证明为 ( ) ( )a t z t′ 减函数。事实上，由(1)式 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )1 2, , , 0ma t x t p t x t q t f x t x t x t g x tτ σ σ σ
′ ′+ + =  

  

可知 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )1 2, , , .ma t x t p t x t q t f x t x t x t g x tτ σ σ σ
′ ′+ = −  

  

根据已有的条件可以知道 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 20, , , , 0, 0, 0mk k f x t x t x t q t g x tσ σ σ> > > >  

因为 ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) 0a t x t p t x tτ ′ + <  ，所以 ( ) ( )a t z t′ 为减函数。 

我们还可以证明 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )01 2 1 0.ia t z t k k q t p t z tσ σ′  ′ + − ≤                            (3) 

事实上， 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )(

( )( ) ( )( ))

0

0

0

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1

, , ,

, , ,

i

m

i

m

i

a t z t k k q t p t z t

q t f x t x t x t g x t

k k q t z t k k q t p t z t

q t k k z t f x t x t x t g x t

k k p t z t

σ σ

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ σ

σ σ

′  ′ + − 
= −

+ −

= −

−





                    (*) 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

0

0

1 2 1

1 2

1 2 1 1

1 2

, ,

, ,

m

i

m

i

q t k k x t p t x t f x t x t g x t

k k p t x t p t x t

q t k k x t k p t x t f x t x t g x t

k k p t p t x t

τ σ σ

σ τ

τ σ σ

σ τ

= + −
− + 

= + −
− 





 

由条件(I5) 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )1 2 1, , , 0, 0m i if x t x t x t k x t f x tσ σ σ ≥ > >  

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , m i if x t x t x t g x t k k x t g x k k x tσ σ σ ≥ ≥  

所以 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1

i i

i i

q t k k p t x t k k p t k k p t p t x t

q t k k p t k k p t x t p t

τ σ σ τ

σ τ σ

 ∗ ≤ − − 

= − − −
 

又 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1 2 1 21 0, 0, 1 0i i ip t q t k k p t k k p t x t p tσ σ τ σ− > > − − − <  

所以 ( ) 0∗ ≤ ，故(3)式得证。 

令 ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

a t z t
t t

z t
ω ρ

σ
′

= ，在子区间 [ ),c b 上，有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
0

2

2
1 2 1 i

a t z tt a t z t
t t t t z t t

t z t z t
t t

t k k t q t p t t
t t a t

ρ
ω ω ρ ρ σ σ

ρ σ σ
ρ σ

ω ρ σ ω
ρ ρ σ

′′′ ′
′ ′ ′= + −

′ ′
 ≤ − − − 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
0

2
1 2 1 ' ,i

t t
k k t q t p t t t t

t t a t
ρ σ

ρ σ ω ω ω
ρ ρ σ
′ ′

 − ≤ − + −                   (4) 

将上式中的 t 替换成 s，两边同时乘以 ( ),H t s ，并对 s 从 c 到 [ )( ),t t c b∈ 积分，得出 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

01 2

2

2

2

1 , d

, d , d , d

, , , , d

, d

t
ic

t t t

c c c

t

c

t

c

k k s q s p s H t s s
s s

H t s s s H t s s s H t s s s
s s a s

s
H t c c h t s H t s H t s s s

s
s

H t s s s
s a s

ρ σ

ρ σ
ω ω ω

ρ ρ σ
ρ

ω ω
ρ

σ
ω

ρ σ

−

′ ′
′≤ − + −

′ 
= − − 

  
′

−

∫

∫ ∫ ∫

∫

∫
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2

2

2

2

2

, 1, , , d
2

1 , , d
4

1, , , d
4

t

c

t

c

t

c

s a sH t s t s
H t s c s h t s H t s s

s ss a s

s a s s
h t s H t s s

s s

s a s s
H t c c h t s H t s s

s s

ρ σσ ρ
ω ω

σ ρρ σ

ρ σ ρ
σ ρ

ρ σ ρ
ω

σ ρ

 ′ ′ 
 = − + −  ′   

′ 
+ − ′   

′ 
≤ + − ′   

∫

∫

∫

 

对上式中的 t，使 t b−→ ，由此可知(2)式成立，引理得证。 
引理 2：假设 ( )x t 是方程(1)的最终正解，即存在足够大的 0 0T t≥ ，使得 0t T≥ 时， ( ) 0x t ≥ ， ( )tω 如

引理 1 所定义，那么对于任何子区间 ( ] [ )0, ,a c T⊂ ∞ 以及任何非递减函数 ( )1 ,C Iρ +∈  和 ( ),H C D +∈  有

下列不等式成立 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

01 2

1

1 , d

1, , , d
4

c
ia

c

a

k k s q s p s H s a s

s a s s
H c a c h s a H s a s

s s

ρ σ

ρ σ ρ
ω

σ ρ

−

 ′
≤ + + ′  

∫

∫
                    (5) 

证明方法类似引理 1 的证明，此处略。 

3. 主要结果及其证明 

借助于如上两个引理，我们可以证明下面的主要定理。 
定理 1：假设 1 2, ,H h h 如前所定义，若对于任一 0t l t≥ ≥ ，存在 ( ),H C D +∈  以及 ( )1 ,C Iρ +∈  满足 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

2

1 2 2limsup 1 , , , d 0.
4

t
ilt

s a s s
k k s q s p s H s l h s l H s l s

s s
ρ σ ρ

ρ σ
σ ρ→∞

 ′  − − + >  ′     
∫       (6) 

和 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

2

1 2 2limsup 1 , , , d 0.
4

t
ilt

s a s s
k k s q s p s H t s h t s H t s s

s s
ρ σ ρ

ρ σ
σ ρ→∞

 ′  − − + >  ′     
∫       (7) 

则方程(1)是振动的。 
证明：我们这里使用反证法证明。若不然，假设 ( )x t 是方程(1)的一个非振动正解，而且 ( )x t 最终为

正。不失一般性，我们不妨可以假设，存在充分大的 0 0T t≥ 使得对所有的 0t T≥ 都有， ( ) ( )( )0, 0,x t x tτ> >

( )( ) ( )( ) ( )0, 0i mx t x t i Iσ σ> > ∈ ，令 0a T= ，在(6)式中，令 l a= ，则存在 c a> 满足 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

2

1 2 11 , , , d 0.
4

t
ia

s a s s
k k s q s p s H s a h s a H s a s

s s
ρ σ ρ

ρ σ
σ ρ

 ′  − − + >  ′     
∫         (8) 

在(7)式中，令 l c= ，则存在 b c> 满足 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

2

1 2 21 , , , d 0.
4

b
ic

s a s s
k k s q s p s H b s h b s H b s s

s s
ρ σ ρ

ρ σ
σ ρ

 ′  − − + >  ′     
∫         (9) 
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由(8)式移项可知 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

2

1 2 11 , d , , d .
4

t t
ia a

s a s s
k k s q s p s H s a s h s a H s a s

s s
ρ σ ρ

ρ σ
σ ρ

′ 
− > + ′   

∫ ∫  

由(9)式移项可知 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

2

1 2 21 , d , , d .
4

b b
ic c

s a s s
k k s q s p s H b s s h b s H b s s

s s
ρ σ ρ

ρ σ
σ ρ

′ 
− > + ′   

∫ ∫  

如上两式左边和右边分别乘以
( )
1

,H c a
和

( )
1

,H b c
再相加，可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

0

1 2

1 2

2

1

2

2

1 1 , d
,

1 1 , d
,

1 , , d
4 ,

1 , , d
4 ,

c
ia

c
ia

c

a

c

a

k k s q s p s H s a s
H c a

k k s q s p s H b s s
H b c

s a s s
h s a H s a s

H c a s s

s a s s
h b s H b s s

H b c s s

ρ σ

ρ σ

ρ σ ρ
σ ρ

ρ σ ρ
σ ρ

−

+ −

′ 
> + ′   

′ 
+ + ′   

∫

∫

∫

∫

                     (10) 

而(2)式除以 ( ),H b c ，(5)式除以 ( ),H c a ，所得两式相加得到下式 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

0

1 2

1 2

2

1

2

2

1 1 , d
,

1+ 1 , d
,

1 , , d
4 ,

1 , , d
4 ,

c
ia

b
ic

c

a

c

a

k k s q s p s H s a s
H c a

k k s q s p s H b s s
H b c

s a s s
h s a H s a s

H c a s s

s a s s
h b s H b s s

H b c s s

ρ σ

ρ σ

ρ σ ρ
σ ρ

ρ σ ρ
σ ρ

−

−

′ 
< + ′   

′ 
+ + ′   

∫

∫

∫

∫

 

显然此式与(10)式矛盾，故假设不成立，从而定理 1 得证。 
令 ( ) ( ),H t s H t s= − ，如前所述，则有 ( ) ( )1 2h t s h t s− = − ，并记其为 ( )h t s− ，则得到如下定理： 
定理 2：若对任一 0t t> ，存在 ,a c∈使 t a c≤ < 且存在 ( ) ( )1, , ,H C D C Iρ+ +∈ ∈  满足 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

0 01 2

2

2

1 2 2 1 2 d

21 d
4 2

21 d
2 2

21 d
4 2 2

c
i ia

c

a

c

a

c

a

k k s q s p s c s q c s p c s H s a s

s c s
h s a s

s c s

s c s
h s a H s a s

s c s

s c s
H s a s

s s c s c s

ρ σ ρ σ

ρ ρ
σ σ

ρ ρ
σ σ

ρ ρ
σ ρ σ ρ

 − − − − − − − 
 −

> + − ′ ′ − 
 ′ ′ −

+ + − − ′ ′ − 
 ′ −

+ + − ′ ′ − − 

∫

∫

∫

∫
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则方程(1)是振动的。 

又令 ( ) ( ),H t s t s λ= − ， 1λ > 是常数。此时， ( ) ( ) 1
21 ,h t s t s
λ

λ −= − ， ( ) ( ) 1
22 ,h t s t s
λ

λ −= − − ，则得到如

下定理： 
定理 3：若对任一 0t l t≥ ≥ ，存在 ( )1 ,C Iρ +∈  以及一常数 1λ > 满足 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )0

2

1 21
1limsup 1 d 0

4
t

ilt

s a s s
s l k k s q s p s s

t s s l s
λ

λ

ρ σ ρλρ σ
σ ρ−→∞

  ′ − − − + >  ′ −   
∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )0

2

1 21
1limsup 1 d 0

4
t

ilt

s a s s
s l k k s q s p s s

t s t s s
λ

λ

ρ σ ρλρ σ
σ ρ−→∞

  ′ − − − + >  ′ −   
∫  

则方程(1)是振动的。 

4. 例子 

本节给出一个具体的例题来说明我们结论的有效性。 
考虑如下二阶中立型时滞微分方程 

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )2
22

1 1 2 1 1 2 1 0
2 1

tx t x t x t x t x t
t t t

′ ′  + − + − + − + = +   − 
 

在此方程中， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )22

1 12, , , 2 ,
2 1

tt a t p t x t x t q t
t t t

τ≥ = = = − =
+ −

 

( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2
1 2, 1 1 2 , 1f x t x t x t x t g x t x tσ σ = − + − = +  

容易验证这些函数满足条件(I1)~(I6)，取 ( ) 2t tρ −= 和 2λ = ，事实上易证明(I1)~(I4)以及(I6)满足条件，下面

证明(I5)也满足： 

( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )22
1 2 1 2, 1 1 2 , 1 0, 1 0f x t x t x t x t x t x t x tσ σ σ σ= − + − = − > + >  

所以 

( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( )2
1 2, 1 1 2f x t x t x t x tσ σ = − + −  

与 ( )( ) ( ) ( )( )2
1 21 0,1 1 0x t x t x tσ σ= − > + > > 同号，而且有 

( ) ( )( )( )( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )

2
1 2 2

1

, 1 1 2
1 2 1 0,

1 1

f x t x t x t x t
x t k

x t x t

σ σ − + −
= = + − ≥ = >

− −
 

( )( ) ( ) 21 1 0.g x t x t k= + > = >  

经计算此方程满足定理 3 的条件，所以此方程是振动的。 
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