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Abstract 
Based on orthogonal function theory and Karhunen-Loeve decomposition method, monophyletic 
random vector is constructed to solve the reduction of random variables in stochastic structural 
analysis. Based on the probability theory, the approximate independence of the monophyletic 
random vector and the construction method of the monophyletic random vector are studied. The 
results show that: 1) the monophyletic random vector is independent, the accuracy is sufficient to 
meet the engineering requirements; 2) the monophyletic random vector is simple and repeatable. 
Furthermore, it provides a new method for the stochastic analysis of structures. 
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摘  要 

基于正交函数理论和Karhunen-Loève分解法，构造了一种单源随机向量，从而实现了结构随机分析中

随机变量的缩减。基于概率论方面的相关理论，研究了单源随机向量的近似独立性和单源随机向量的构

造方法。结果表明：1) 单源随机向量近似独立，精度满足工程要求；2) 单源随机向量构造简单。这为
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结构随机分析提供了一个新的手段。 
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1. 引言 

目前为减少实际工程基本随机变量个数，一种可靠的方法是通过数学上的正交变换方法缩减随机变

量个数。下面以随机过程的描述为例。Karhunen-Loève 分解法[1]将随机过程分解为各分量不相关的正交

函数叠加，大约需要 200~600 个基本随机变量。李杰等[2] [3]进一步研究基于标准正交基的随机过程展开

法，通过随机向量的相关分解对展开系数实施正交化，基本随机变量一般为 10~20 个左右。汤保新[4] [5]
对李杰等采用的不相关的基本随机变量再次采用单源随机向量(正交函数)表达，随机过程的描述仅需 1
个基本随机变量。 

本文给出了“单源随机向量”概念的更一步解释，并探讨了单源随机向量的近似独立性和构造方法。 

2. 单源随机向量的概念 

“单源”是遗传学上的概念，它在模糊数学和力学领域已有借用的范例[6] [7]。 
所谓单源随机向量[8] (monophyletic random vector)，是指以同一个随机变量为自变量的一组随机函数

序列。如 [ ]T1 2, , , nξ ξ ξ ξ=  ，其中， ( ) , 1, 2, ,k k k nξ ξ θ= =  ，θ 为唯一的随机源变量，则称 ξ 为单源随

机向量。可以构造一个分量服从反正弦分布的单源随机向量， 

( )sin , 1, 2, ,k kk k nξ θ α= + =                               (1) 

式中，θ 为 [ ]π, π− 上均匀分布的唯一随机变量， kα 为任意确定的常量。容易推导， kξ 的概率密度函数形

式同为， 

( )
2

1 , 1 1
π 1k k k

k

f x x
x

ξ = − < <
−

                             (2) 

概率分布函数为 

( ) 1 1 1arcsin 1 arccos , 1 1
2 π πk k k k kF x x x xξ = + = − − ≤ ≤                      (3) 

由此可见， ξ 的各分量服从同一分布，均值 ( ) 0kE ξ = ，均方差 ( ) 2
2kσ η = 。任意两个分量之间的

相关系数 ( ), 0,p q p qρ ξ ξ = ≠ ，即各分量之间不相关，但并不相互独立。单源随机向量的性质将决定其应

用，下一节介绍其性质的研究。 

3. 单源随机向量的近似独立性 

因为随机源相同，单源随机向量的各分量之间通过唯一随机源相联系，所以各分量之间是不独立的，
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存在一定的相依关系。这种关系，经典概率论一般采用独立性和线性相关系数描述，但这种描述存在一

定局限性[9]。 
这里仅研究三角函数形式的单源随机向量 sink kξ θ= 或 cosk kξ θ= 的近似独立性，这里 k N∈ ，θ 服

从 [ ]π, π− 上的均匀分布(以下记为 [ ]~ π, πUθ − )。 
1) 先考虑用联合概率分布是否等于各边缘分布的乘积来判断。 
公式推导发现联合概率分布不等于各边缘分布的乘积。在严格的概率意义上， ,p qξ ξ   是不相互独立

的。但从数值计算结果看， ( ),
p q

F x yξ ξ 与 ( ) ( )
p q

F x F yξ ξ 很接近，见图 1。误差大小跟 ,p q的取值有关，当

4, 7p q= = 时，最大误差 0.0063；当 17, 23p q= = 时，最大误差 0.0067。由于 ( ) ( ) ( ),
p q p q

F x y F x F yξ ξ ξ ξ≈ ，

所以，在不太严格的概率意义上说， ,p qξ ξ   是接近相互独立的，不妨称之为近似独立。 

2) 其次考虑按统计学方法通过样本检验来判断。 
这里采用二维列联表的独立性 2χ 检验[10]。将 ,p qξ ξ   的值域离散为 r c n× = 个区格，抽样统计每个

区格的频数 ijO ，与每个区格的理论频数 ijE 进行比较，计算统计量 

( )2

2

1 1

r c ij ij
n

i j ij

O E
E

χ
= =

−
= ∑∑                                   (4) 

当该统计量服从自由度为 ( ) ( )1 1d r c= − × − 的 2χ 分布时，说明抽样数据相互独立。取显著水平为α ，

检验结果见表 1。由表可见， ( )2 2 ,n n dχ χ α< ，所以无法拒绝抽样数据的独立性。 

3) 最后按高阶相关系数度量单源随机向量的近似独立性。 
基于多边矩阵理论[11]，罗纯、王晓迪、张应山[12]给出了两组随机向量相互独立和相互观测独立的

定义，推出了框架的正交性与随机变量的独立性等价定理。崔瑞峰、牛新军[13]以高阶相关系数描述随机

变量之间的非线性关系，定义了两个随机变量 ,X Y 的 n 阶协方差矩阵， 

( ) ( )
, 1,2, ,

, ,s t
n s t n

Cov X Y Cov X Y
=

 =  


，当 ( ),n n nCov X Y O ×= 时，称 ,X Y 为 n 阶不相关。研究证明，对两个 

连续型随机变量，任意高阶不相关与相互独立等价。 
由于协方差的计算会受到量纲的影响，这里定义两个随机变量 ,X Y 的 n 阶相关系数矩阵(无量纲)， 

( ) ( )
, 1,2, ,

, ,s t
n s t n

X Y X Yρ ρ
=

 =  


，那么，可将高阶相关系数矩阵接近不相关矩阵 n nO × 的程度作为两个随机 

变量逼近相互独立的判据。本文研究了两个随机变量的情形。由定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,
s t s t

s t
s t

E X Y E X E Y
s t X Y

X Y
ρ ρ

σ σ

−
= =                        (5) 

不难推导各阶相关系数。 
这里以四阶相关系数( 4s t+ = )为例。此时有 1, 3s t= = ，或 2, 2s t= = ，或 3, 1s t= = 三种情形。利用

对称性，仅需讨论前 2 种情形，结果如下： 

( )
0 3

1,3
1 10 3

p q

p q
ρ

≠= 
− =

, ( )2, 2 0ρ = , ( )
0 3

3,1
1 10 3

q p

q p
ρ

≠= 
− =

            (6) 

其它各阶相关系数最大值见表 2。 
研究发现， ρ 均与 ,p q的取值有关。当 ,p q经过约简后，如果 2 2p q 值较大，则各阶相关系数较小。

可以通过适当的 ,p q选值，达到一定的接近独立的程度。 
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4. 任意分布单源随机向量的构造 

由均匀分布单源随机向量 

( )1 1 arcsin sin
2 πk ku kθ α= + +                                (7) 

可构造任意类型的概率分布 F ， 

( )1 1 1 arcsin sin
2 πk kF kν θ α−  = + + 

 
                            (8) 

由式(7)所构造的均匀分布函数近似独立，如图 2 所示。 
用正态分布作为媒介，通过变换，进行单源构造后，可将实际随机变量的数量减少到 1 个。 

 

  
(a) 边缘分布的乘积                                        (b) 联合概率分布 

Figure 1. Two dimensional joint probability distribution function 
图 1. 二维联合概率分布函数 

 
Table 1. The independence test of two dimensional contingency table 
表 1. 二维列联表的独立性检验 

0.05α =  
( 0.001α = ) 

( )sin , sin , ,p qp q p q N p qξ θ ξ θ= = ∈ ≠  

4, 7p q= =  17, 23p q= =  

区格数 r c n× =  5 5r c× = ×  10 10r c× = ×  5 5r c× = ×  10 10r c× = ×  

统计量 2
nχ  0.0190 2.1012 0.0013 0.6438 

临界值 
( )2 ,n dχ α  

7.9616 
(3.9416) 

61.2615 
(47.2770) 

7.9616 
(3.9416) 

61.2615 
(47.2770) 

独立性检验 独立 独立 独立 独立 

 
Table 2. Higher order correlation coefficients of two random variables 
表 2. 两个随机变量的高阶相关系数 

阶数 2 3 4 5 6 7 8 

maxρ  0 0 
1
10

 0 
5
126

 0 
5
70

 

注： maxρ 为相关系数绝对值的最大值。 
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(a) ( )4, 0k kkη α= =                    (b) ( )7, 3π 2k kkη α= =             (c) ( ), 4, 7, 0p q p qp qη η α α  = = = =   

Figure 2. The two-dimensional uniform rectilinear grid 
图 2. 二维均匀分布直线网格 

5. 结论 

综上所述，单源随机向量 ,p qξ ξ   在概率论上本质是不独立的，但相当接近于独立。高阶相关系数足

够小且统计检验又无法拒绝抽样数据的独立性，可以说，单源随机向量所表现的统计意义上的观测独立

性达到了“以假乱真”的效果，甚或掩盖了概率意义上的不相互独立的本质。对数值模拟来说，如果单

源随机向量近似独立，当抽样次数不多时亦可满足样本点的独立性要求，这为有效减少抽样次数提供了

方法论上的依据，也为结构随机分析提供了新的手段。 
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