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Abstract 
This article uses the variable index function to research the local solution of a class of semilinear 
parabolic equations of the blasting quality. In the limited domain of homogeneous Dirichlet condi-
tion, variable index function is the non-negative and bounded. With boundary condition of expo-
nential function, we can define the local solution of semilinear parabolic equation at the condition 
of big initial data and arbitrary initial data of blasting conditions. Finally, we summarize all blast-
ing properties about equations, and it was proved that the equation satisfies a Fujita type of con-
clusion; namely equation solution can be blasting in the variable index function and the size of 
domain that conditions of the nontrivial initial data are determinated. 
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摘  要 

本文通过变量指数函数来研究一类半线性抛物方程的局部解的爆破性质。在齐次狄利克雷条件的有限域

中，变量指数函数认为是非负有界的。通过指数函数的边界条件，可以确定半线性抛物方程局部解在大

初始数据条件和任意初始数据条件下爆破的条件。最后，对方程所有爆破性质进行总结，证明所分析的

方程满足一个Fujita类型的结论，即方程的解可以在变量指数函数和域的大小这些条件确定的任意非平

凡初始数据中产生爆破。 
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1. 引言 

早在 1966 年，在文献[1]中，Fujita, H.就已经对简单的半线性抛物方程 1
tu u u α+= ∆ + 进行解的性质分

析，并研究它的爆破解。此后，对于半线性抛物方程解的爆破性质研究吸引着大量的学者，在 1986 年，

文献[2]中，Aguirre, J.，Escobedo, M.在前一个方程的基础理论之上，继续研究 p
tu u u− ∆ = ，作者采用正

则化，比较原理等方法进一步分析爆破解的性质。文献[3]中，Escobedo, M.，Herrero, M.A.对半线性抛物

方程的有界性及爆破解的性质进行了研究。文献[4]中，Escobedo, M.，Herrero, M.A.对半线性抛物方程的

指数进行了分类，研究其方程爆破解的性质。文献[5]中，Ferreira, R.，de Pablo, A.，Pérez-Llanos, M.，
Rossi, J.D.讨论了半线性抛物方程的指数变量。文献[2] [3] [4] [5]对于基础模型的半线性抛物方程的研究

极为透彻，是本文创作的理论基石。文献[6] [7]为本文的证明提供了有效的方程性质。 
国内对于半线性抛物方程的爆破解的研究成果有很多，但绝大多数并没有建立一套分析半线性抛物

方程的手段。近几年来，关于半线性抛物方程爆破解的研究论文层出不穷。在文献[8]中，陆求赐，江秋

香进行了关于带时滞的退化半线性抛物方程组解的爆破解研究。在文献[9]中，凌征球，覃思乾关于非线

性非局部边界条件的半线性耦合抛物型方程组的爆破解进行了研究。文献[10]中，旷雨阳，王东就一类半

线性抛物方程弱解的爆破性进行研究。文献[11]则给出了在猝灭时刻解对时间导数的爆破性。文献[12]中，

刘洋，达朝究，李富明关于 Nehari 流形在一类半线性抛物方程爆破中的应用进行了一系列研究。本文通

过对抛物方程的指数函数类型的讨论，来研究方程的解是否具有爆破性质，这一方法可以说为抛物方程

解的性质分析开辟了先河。 

2. 方程介绍 

在本文中，考虑该半线性抛物方程组： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0

, , , , , , * 0, ,

, , , , , , * 0, ,

, , 0,                                , * 0, ,

,0 , ,0 ,                    ,

p x
t T

q x
t T

T

u x t u x t v x t u x t x t T

v x t v x t u x t v x t x t T

u x t v x t x t T S

u x u x v x v x x

 = ∆ + + ∈Ω = Ω

 = ∆ + + ∈Ω = Ω


= = ∈∂Ω =


= = ∈Ω

               (1.1) 

Ω是 NR 上的一个有界光滑域， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0, , ,p x q x u x v x C∈ Ω ， ( ) ( )0 0, 0u x v x ≥  (且不恒等于 0)，

( ) ( ), 0p x q x > ，此外： 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }sup sup sup
x x x

p x q x p x q x
∈Ω ∈Ω ∈Ω

⋅ =                           (1.2) 

当 ( ) ( ),p x q x 有一个为常量时，(1.2)式一定成立。引入下列表示： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2sup , inf , sup , inf .
x xx x

p p x p p x q q x q q x
∈Ω ∈Ω∈Ω ∈Ω

= = = =  

本文的目的是：证明变量指数函数 ( ) ( ),p x q x 满足的条件，使得所研究的半线性抛物方程的解具有

爆破性。进一步证明该方程满足一个 Fujita 类型的结论，即方程的解可以在变量指数函数和域的大小这

些条件确定的任意非平凡初始数据中产生爆破。 

3. 方程与解的处理 

本节介绍方程解的正则化处理与(1.1)式的相关比较原则。首先考虑正则化问题： 
引理 2.1 存在 0T > ，使得正则化问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )0 0

, , , , ,   , * 0, ,

, , , , ,    , * 0, ,

, , ,                                   , * 0, ,

( ,0) , ,0 ,             ,

p x
t T

q x
t T

T

u x t u x t v x t u x t x t T

v x t v x t u x t v x t x t T

u x t v x t x t T S

u x u x v x v x x

ε ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε

ε ε

ε

ε ε

 = ∆ + + ∈Ω = Ω

 = ∆ + + ∈Ω = Ω


= = ∈∂Ω =


= + = + ∈Ω

             (2.1) 

存在唯一非负解 ( ) [ )( )( )22,1, 0,u v C Tε ε ∈ Ω× 。 

证明：应用一般性的方法[2] [3]。构造： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

, , 0,                        0,

, , , ,   0 , ,

, , , ,             , .

p x q x

p x q x

f x s g x s s x

f x s s g x s s s x

f x s s g x s s s x

ε ε

ε ε

ε ε

ε ε ε

ε

− −

= = ≤ ∈Ω
 = = < < ∈Ω


= = ≥ ∈Ω

，

                  (2.2) 

fε 和 gε 是关于 s 在 ( ) ( )0, 0,x s S∈Ω× 满足利普希兹连续。 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0

, , , , , ,   , * 0, ,

, , , , , ,   , * 0, ,

, , ,                                        , * 0, ,

,0 , ,0 ,                   

t T

t T

T

u x t u x t f x v x t u x t x t T

v x t v x t g x u x t v x t x t T

u x t v x t x t T S

u x u x v x v x x

ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε

ε ε

ε ε

ε

ε ε

= ∆ + + ∈Ω = Ω

= ∆ + + ∈Ω = Ω

= = ∈∂Ω =

= + = + ,








∈Ω

           (2.3) 

(2.1)，(2.2)，(2.3)一直遵循： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,       , * 0, ,

, ,       , * 0, ,

, , ,     , * 0, ,

,0 , ,0 ,            ,

t T

t T

T

u x t u x t x t T

v x t v x t x t T

u x t v x t x t T S

u x v x x

ε ε

ε ε

ε ε

ε ε

ε

ε

≥ ∆ ∈Ω = Ω


≥ ∆ ∈Ω = Ω


= = ∈∂Ω =
 ≥ ∈Ω

，

，
 

通过比较原则得到： ,u vε εε ε≥ ≥ 。因此： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , , , , , .p x q xf x v x t v x t g x u x t u x tε ε ε ε ε ε= =  

(2.2)中的 fε 和 gε 满足利普希兹条件，(2.3)的非负解具有存在性和唯一性[6]。 
我们根据(2.3)中解 ( ),u vε ε 的比较原则，假设 ( ) [ )( )( )22,1, 0,u v C T∈ Ω× 是(2.1)的一个非负下解，即： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0

, , , ,      , ,

, , , ,       , ,

, , , ,                                 , ,

,0 , ,0 ,             ,

p x
Tt

q x
Tt

T

u x t u x t v x t u x t x t

v x t v x t u x t v x t x t

u x t v x t x t S

u x u x v x v x x

ε ε

ε ε

 ≤ ∆ + + ∈Ω

 ≤ ∆ + + ∈Ω


≤ ≤ ∈


≤ + ≤ + ∈Ω

，

，                    (2.4) 

当 ( )0,T T′∈ ，定义 ( ) [ ]{ }, 0, : .A x t T u uε′= ∈Ω× ≥

 若 ( ),x t A∈ ，我们得到 u uε ε≥ ≥ ，因此： 

( ) [ ]1 max max , 0,1 .
T T

u u u uε εε θ θ θ
′ ′Ω Ω

≤ + − ≤ + ∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 11 , 0.

q xq x q xu u q x u u u u C u u Cε ε ε εθ θ
−

− = + − − ≥ − ≥    

当 ( ) [ ], 0,x t T A′∈Ω×  ， u uε< ，则 ( ) ( ) 0q x q xu uε − ≥ 。 
综上，可以得到： ( )1 1, 0AK x t C χ= ≥ ，则： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]1 , , , 0,q xq xu u K x t u u x t Tε ε ′− ≥ − ∈Ω×                      (2.5) 

同样得到： ( )2 , 0K x t ≥ ，则： 
( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]2 , ,    , 0,p xp xv v K x t v v x t Tε ε ′− ≥ − ∈Ω×                      (2.6) 

根据(2.1)，(2.4)到(2.6)可以得到： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( )

2

1

, ,      , ,

, ,      , ,

, , , 0,                                  , ,

,0 , ,0 0,                                       ,

Tt

Tt

T

u u u u K x t v v u u x t

v v v v K x t u u v v x t

u u x t v v x t x t S

u u x v v x x

ε ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε

ε ε

′

′

′

 − ≥ ∆ − + − + − ∈Ω

− ≥ ∆ − + − + − ∈Ω

− − ≥ ∈

− − ≥ ∈Ω








              (2.7) 

因此，通过比较原则 ,u u v vε ε≥ ≥ 适用于 ( ) [ ], 0,x t T ′∈Ω×  [7]，并且比较原则同样适用于 

( ) [ ), 0,x t T∈Ω× 。 

考虑(1.1)式局部最大解的存在性。 
定理 2.1 对于某些 0T > ，问题(1-1)在 TΩ 中具有非负最大解，可表示为 ( ),u v 。此外，若 ( ),u v 为(1.1)

的下解， ( ),u v 为(1.1)的上解，且 0 00, 0u vε ε≥ > ≥ > ， ( ) ( )
0 0

, 0
t t

u u v v
= =

− − > 则在 TΩ 上， 
, .u u u v v v≤ ≤ ≤ ≤  

证明： 0ε∀ > ，让 ( ),u vε ε 成为正则化问题(2.1)的唯一解。引理 2.1 的比较原则暗指解 ( ),u vε ε 具有单

调性。当 0ε → ， ( ),u vε ε 的极限表示为 ( ),u v 。则 ( ),u v 就是(1.1)的解。[3] 
在引理 2.1 中，正则化的比较原则表示上述 ( ),u v 是(1.1)的最大解。对于(1.1)的下解 ( ),u v ，通过引理

2.1 的比较原则可以得到：当 0ε → ， ,u u v vε ε≤ ≤ ，因此： ,u u v v≤ ≤ 。此外，因为 0 00, 0u vε ε≥ > ≥ > ，

( ) ( )
0 0

,
t t

u u v v
= =

− − ，所以 ( )1 00,ε ε∃ ∈ ，当 ( )10,ε ε∈ 满足引理 2.1 使得 ,u u v vε ε≤ ≤ 。因此 ,u u v v≤ ≤ 。 
在后文中，(1.1)的解总是表示(1.1)的最大解。 

4. 大初始数据的爆破 

定理 3.1 若 1 1 1p q > ，则(1.1)式存在一个爆破解。 
引理 3.1 [4]对于任意非负可积的函数 ,f g ，可以得到： 
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( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1

1

, 1,

, 1.

r r

r r

T t fg f T t g r

T t fg f T t g r

∞

∞

≤ ≥

≥ ≤

 

引理 3.2 [5]设 µ 是在 NB R⊂ 上的一个正测度，且 ( )d 1, ,d
B

f L Bγµ µ= ∈∫ ，并且 ( )1 , .p x x Bδ γ≤ ≤ ≤ ∈

若 d 1
B

f µ ≥∫ ，则对某些 0c > ，有 

( ) d d .p x

B B

f c f
δ

µ µ
 

≥  
 

∫ ∫  

证明：由于 1 1 1p q > ，我们认为存在一个球域 ( )0rB x ，分为两种情况： 
(i) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1p x q x q x p x≥ > ≥ > 对于 ( )0rx B x∀ ∈ ， 

(ii) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1p x q x q x p x> ≥ > ≥ 对于 ( )0rx B x∀ ∈ 。 

当 1 1p q≠ 时，两种情况显然成立。否则， 0x∃ ∈Ω，使得(3.2)中 ( ) ( )1 0 1 0 1p p x q q x= = = >  
因此， 1 1 0,x x x∃ ∈Ω ≠ ，在 0x 的邻域中， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 11 1p x q x q x p x> > > > 或者 ( ) ( ) 1p x q x≡ > 。引

入下列表示： 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

00

00

* *
1 1 2 2

* *
1 1 2 2

sup , inf ,

sup , inf .

rr

rr

B xB x

B xB x

p p x p p p x p

q q x q q q x q

= ≤ = ≤

= ≤ = ≤
 

我们将证明两种情况下的结论[4] [7]。 
情况一：当 ( ) ( ) ( )0 , 1rx B x p x q x∀ ∈ ≥ > ，设： 

    
0           

r

r

B
B

ϕ λϕ
ϕ
−∆ =
 = ∂

                                  (3.1) 

λ 为第一特征值，ϕ 为相应的本征函数。在 rB 中，归一化后， 0, d 1.
rB

xϕ ϕ> =∫ 令： 

( )
( )

( )
( )0 0

d , d .
r rB x B x

I t u x J t v xϕ ϕ= =∫ ∫  

利用 Jensen 不等式： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*
2

*
2

*
2

d

d

p x q

B B

q

B

q

I t u v u dx u v v u x

I t J t I t v x

I t J t I t J t

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

λ ϕ

λ

′ = ∆ + + ≥ ∆ + − +

= − − + +

≥ − − + +

∫ ∫

∫  

类似的： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
2qJ t J t I t J t I tλ′ ≥ − − + +  

因此， ( ) ( ) ( )K t I t J t= + 满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

* *
2 2

* *
2 212 .

q q

q q

K t I t J t K t I t J t

K t K t

λ

λ −

′ ′ ′= + ≥ − + +

≥ − +
 

当 ( ) *
2

1
10 max 1,2 qK λ −

  >  
  

时，T < +∞解趋于无穷大，即存在爆破解。 
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情况二：当 ( ) ( ) ( )0 , 1rx B x q x p x∀ ∈ > ≥ 或 ( ) ( ) 1p x q x > ，设 0 0,u v 足够大，则： 

*
2

0 0
1d d 2e d 1
8

p

B B B

u x v x xλϕ ϕ ϕ
 

+ > Θ + 
 

∫ ∫ ∫                          (3.2) 

在 ( )0rB x 中，Θ是椭圆问题
( )

( )
,       

0             

x t

x

ε−∆Θ = Ω

Θ = ∂Ω

的唯一解。我们可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) *
21p x p

tu u u v v+Θ −∆ +Θ − +Θ = + ≥  

通过引理 3.1，我们推断： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

*
2

** *
22 2

0
0 0

1
0 0

0 0 0

d d

1 1 1d d d , .
8 2 4

t t
p

t s t
p q xp p

u T t u T t s u s s T t s v s s

T t u T t v t T t s T s r u r r s T t s u s s t−

+Θ ≥ +Θ + − + −

 
≥ + + − − + − ≥ 

 

∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

因此： 

( ) ( ) ( ) ( )** *
22 2 1

0 0
0 0

1 1 1d d , .
8 2 4

t s
p q xp pu T t u T t v t T t r u r r s t−+Θ ≥ + + − ≥∫ ∫                (3.3) 

引用了 Fubini 的理论，(3.3)等式两侧同乘ϕ ，令 ( ) d
rB

y t u xϕ= ∫ ，我们得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )** *
22 2 1

0 0
0 0

1 1, d , d d .
8 2

r

t s
p q xp p

B

y t T t u T t v x t T t r u r r sϕ ϕ ϕ− ≥ + − Θ + − 
  ∫ ∫ ∫  

考虑常微分方程问题： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

[ )*
2

0,
,

d .
r

p q x

B

w t w t
t r

w r u r x x

λ

ϕ

′ + = ∈ ∞
= ∫

                          (3.4) 

令 ( )d ,
rr BB

fg x f g=∫ ，(3.4)式的唯一解表示为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )* *
2 2, e ,

r r

p q x t r p q x

B B
T t r u r u rλϕ ϕ− −− =  

也可以表示为： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )* *
2 2

0 0 0 0, e , , , e ,
rr r r

p pt t
BB B B

T t u u T t v vλ λϕ ϕ ϕ ϕ− −= =  

通过(3.2)式的引理 3.2，我们可以得到： 

( ) ( )( )
( )

** *
22 2

* *
2 2

1
0 0

0 0

0
0 0

1 1e , d e , d d
8 2

1 1e , 1 e d d , 1.
2 4

rr

r

t s
p q xp pt t

BB B

t s
p q

B

y t u v x t u r r s

u c y r r s t

λ λ

λ λ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

−− −

− −

 ≥ + − Θ + 
 

≥ + + ≤ ≤

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

( ) ( ) ( )* *
2 2

1 1
1 1
4 4

10 d d , 1.
4

t s
p qy t c y c y r r s h t t≥ + = ≤ ≤∫ ∫  

我们令 * *
2 2p qγ = ，得到： 
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( ) 1 1
1, 1.
4

h t c y c h tγ γ′′ = ≥ ≤ <                              (3.5) 

(3.5)等式两侧同乘 ( )0h h′ ′ ≥ ，然后两侧同时从
1
4
到 1 进行积分。我们可以得到： 

( ) ( ) ( )2 1 1
2 3

10 , 1.
4

h t c h t c y tγ γ+ +′ ≥ − ≤ <                          (3.6) 

另一方面： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
** * *22 2 2

0 0, d d d e 0
r r r r

pp p p t

B B B B

z t v t v x T t v x T t v x zλϕ ϕ ϕ ϕ −= = ≥ ≥ =∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

* *
2 2

0 0
0 0

4

1 1e , , d e , e , d
2 2

10 0 , 1.
4

r r
r r

t t
t sp p

B BB B
y t u T t s v s s u v s s

c y tz t

λλ λϕ ϕ ϕ ϕ− −− −≥ + − ≥ +

≥ + ≤ <

∫ ∫
 

因为 1h c yγ′′ = ，我们得到： ( ) ( )( )5
1 0 0 .
2

h c y z
γ  ≥ + 

 
 

由于 1γ ≥ ，若 ( ) ( )0 0 ,y z M+ ≥  (3.6)中在区间
1 ,1
2

 
 
 

上
( )1

2
6h c h

γ +

′ ≥ 。因此，当 1t = ， M 足够大时，

( )h t 会产生爆破。 

5. 任意初始数据的爆破 

本节讨论(1.1)的 Fujita 类型结论[4]。 
引理 4.1 假设 ( ) ( )0 1p x q x< < ，并且 ( )1 1p q x< < 或者 ( )1 1 .p q x< < 则对于任意 1Ω ⊂⊂ Ω ，并且

( )0 0,1t ∈ ，存在一个与 0 0,u v 无关的正常数 0c ，有 

( ) ( )0 0 0 1, , , , .u x t v x t c x≥ ∈Ω  

证明 [4]：只考虑 ( ) ( )0 1p x q x< < < 的情况，另一种 ( )1 1p q x< < 的情况可以同样处理。假设

0 00 1,0 1u v< < < < ，根据比较原则，用GΩ表示狄利克雷热内核，得到： 

( )( )( ) ( ) ( ), , dT t f x G x y t f y yΩΩ
= ∫ 其中 ( ) ,1 .pf L p∈ Ω ≤ ≤ ∞  

因为 00 1u< ≤ ，我们通过比较原则 0r > 得到： 

( ) 0 1rT t u ≤  

因此： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
0 0 0

q x q qT t u T t u T t u≥ ≥                           (4.1) 

进而： 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
11

1 1 1
1

0 0
10

, ,0 1.
1

t ppq p qtu x t T t s s T s u ds T t u t
p

+

≥ − ≥ < <
+∫  

因此，通过用于证明文献[4]中引理 2.3 的方法，我们可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 1
1 1, ,0 1,p p qu x t C t S t t+ −≥ < <  
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其中 ( )1 1 1 1, 0,C C p q= > 并且 ( )1h S t= ，则： 0th h− ∆ = 在 ( )0,Ω× ∞ 上， ( ),0 1h x = 在 Ω 上， 0h = 在

( )0,∂Ω× ∞ 上。 
令： ( ) ( )1 1 11 1

1 1 0
p p qc C t + −= ， ( )

1
1 0inf 0.S t

Ω
> 则 ( )0 1 1, , .u x t c x≥ ∈Ω  

同样的： ( )0 2 1, , .v x t c x≥ ∈Ω 设 ( )0 1 2min , .c c c= 证明完毕。 
推论 4.1 在引理 4.1 的假设下，对于任意的 0Ω ⊂⊂ Ω，存在 0c > 使得： 

( ) ( ) ( ) [ )0 0, , , ,      , , .u x t v x t c x t t≥ ∈Ω × ∞  

证明：令 ( ){ }1 : ;dist ,x x εΩ = ∈Ω ∂Ω > ，并且 ( )0dist , 2.ε = Ω ∂Ω 则可以得到 0 1Ω ⊂⊂ Ω ⊂⊂ Ω通过引

理 4.1，我们可以得到： 

( ) ( )0 0 1, , , ,     u x t v x t c x≥ ∈Ω  

因此，存在 ( )0 0,1δ ∈ 使得： 

( ) ( ) ( ]0 0
0 0 0 1, , , ,     0, , ,u x t v x t xα βδ ϕ δ ϕ δ δ≥ ≥ ∈ ∈Ω  

其中： 0 0, 1α β ≥ ， 1 0 0 11 ,p qα β< < 当用 1Ω 替换 rB ，ϕ 为(3-1)的解。 

通过简单计算，我们可以知道当δ 足够小时，解 ( ) ( )( )0 0,α βδϕ δϕ 是下面方程的一个下解： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0

1 0

1 0

0 0 0 0 1

,              , , ,

,                , , ,

0,                               , , ,

, , , , , ,       ,

p x
t

q x
t

U U V U x t t

V V U V x t t

U V x t t

U x t u x t V x t v x t x

 = ∆ + + ∈Ω × ∞

 = ∆ + + ∈Ω × ∞


= = ∈∂Ω × ∞


= = ∈Ω

                    (4.2) 

该推论得到的结论为： ( ) ( ){ }0 0

0 0
min inf , inf .c α βδϕ δϕΩ Ω=  

引理 4.2 假设在球域： ( )0 , 1.RB x R⊂ Ω ≥ ( ) ( ),p x q x 满足引理 4.1 的假定，则存在 1 0t > 使得(1.1)式的

解满足： ( ) ( ), , ,u x t cR v x t cRα β≥ ≥ ，其中 ( ) ( ) [ )2 0 1, , .Rx t B x t∈ × ∞ 并且 ( )
( ) ( )* *

2 2

* * * *
2 2 2 2

2 1 2 1
, ,

1 1

p q

p q p q
α β

 + +
 =
 − − 

， 0c >

与 R 无关，其中 ( ) ( ){ }*
2 0inf : ,Rp p x x B x= ∈ ( ) ( ){ }*

2 0inf : .Rq q x x B x= ∈  

证明：假设 0 0x = 。构造： ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) [ )2 2
1, , , , , , , , 0 0, .u x t v x t R u Rx R t R v Rx R t x t Bα β− −= ∈ × ∞  

我们得到： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )*
2

2 2 2

2

,

,

p Rxp Rx p Rx
t

p Rx p Rxp

u u u R v Rx R t R R v

R v x t v

βα α

α β

− −

− +

− ∆ − = =

≥ =
 

同样的，
( )q Rx

tv v v u− ∆ − ≥ 。因此 ( ),u v 是下面方程的一个上解： 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0

1 0

1 0

0 0

,               , , ,

,                 , , ,

0,                                 , , ,

,0 ,  ,0 ,   ,

p Rx
t

q Rx
t

U U V U x t B t

V V U V x t B t

U V x t B t

U x R u Rx V x R v Rx xα β− −

 = ∆ + + ∈ × ∞

 = ∆ + + ∈ × ∞


= = ∈∂ × ∞


= = ∈Ω

                   (4.3) 

此外，应注意 ( ) ( ),p x q x 满足引理 4.1 的假定，并且推论 4.1 的 ( ) ( ),p Rx q Rx 也满足。得到： 
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( ) ( ) [ )1 0
2

, , , 0 ,u v c x t B t≥ ∈ × ∞  

对于一些 0c > 并且独立于 R 。结论是： 2, .y Rx s R t= =  
定理 4.1 假设 ( )p x 和 ( )q x 是定义在单位球 ( )1 0B 上函数， ( ) ( ) 1p x q x − 在这个单位球变号。如果Ω

足够大，使得当 0L > 足够大时， ( )0LB xΩ ⊃ 。对于任一简单的非负初始数据，当 ( )0Lx B x∈ 时，

( ) ( )0 0,
x x x x

p x p q x q
L L
− −   ≡ ≡   

   
，(1.1)式的解在有限时间内是爆破的。 

证明[5]：假设 0 0x = 。当 ( ) ( ) 1p x q x − 和 L 足够大时，会出现一个球域 ( ) ( )
1 1 0L LB x Bλ ⊂ ，对于任意

( )
1 1Lx B xλ∈ ， 满 足 ( ) ( )0 1p x q x< < 和 ( )1 1p q x< < ( 或 者 ( )1 1p q x< ≤ ) ； 会 出 现 一 个 球 域

( ) ( )
2 1 0L LB x Bλ ⊂ ，对于任意 ( )

2 2Lx B xλ∈ ，满足 ( ) ( ) 1p x q x > 。这个假设与(1.1)式的解 ( ),u v 在 0L > 下

是全局解的结论矛盾。通过引理 4.2，对于一些 1 0t > ，并且 1 1R Lλ= ，我们得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) [ )
1
2

1 1 1 1, , , , , , .Ru x t cR v x t cR x t B x tα β≥ ≥ ∈ × ∞  

不难检验出解中的 u 是下面方程的一个上解： 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
2

1
2

1
2

1 1

1

1 1 1

1 1

                  , ,

0                       , ,

                    , ,

,0 ,         .

Rt

R

R

w w B x t

w t

w cR B x t

w x u x t B x

α

 = ∆ Ω × ∞

 = ∂Ω× ∞
 = ∂ × ∞


= Ω






                        (4.4) 

设 ( )r x 为 (4.4)的稳态解。明显地， ( ),w x t 一致收敛于 ( )r x ，因此：当 2t t> ，而 2 1t t> 时，

( ) ( ) ( ), , 1u x t w x t r x≥ ≥ − 。在
2RB 上，当 2

2 2
LR λ

= 时，ϕ 是(3.1)的第一个规范化的特征函数。因为在

( )
2 2RB x 上， ( ) 0Lr x C≥ > 。其中当 L →∞时 LC 单调趋于∞，我们知道当 2t t> 时，无论 L 是否足够大，

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 22 2
, d d 1

R RB x B x
u x t x x r x x xϕ ϕ≥ −∫ ∫ 一定成立。同样 ( ) ( )( )22

, d
RB x

v x t x xϕ∫ 的结论同样成立。我们由

定理 3.1 得到(1.1)式的解在 L 足够大时，在一定时间内会产生爆破现象。 
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