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Abstract: In this paper, I construct a new ASE-I scheme for solving parabolic partial differential equations in 
parallel through classical explicit-implicit format and the Saul’yev asymmetric formats. This method is abso-
lutely parallel and stable, and the sub-sections are more flexible, so the scheme is more convenient to apply to 
solve parabolic partial differential equations. In this paper, we list the mathematical form of this finite differ-
ence scheme, analyze the stability of the scheme, and verify the stability and accuracy of this scheme through 
numerical experiments. The results of numerical experiments are consistent with the theoretical analysis. 
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摘  要：通过古典显、隐格式和 Saul’yev 非对称格式，本文构造了一种并行求解抛物型偏微分方程的

一种新的 ASE-I 格式。这种新的差分格式兼具绝对稳定性和高度并行性，并且分段更加灵活，从而这

种新的差分格式应用更加广泛。本文给出这种新的差分格式的数学形式，分析了稳定性并得出了稳定

性定理。最后通过数值算例验证了这种新 ASE-I 格式的稳定性和精确性，数值试验结果和理论分析相

符合。 
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1. 引言 

有限差分法是求解抛物型偏微分方程的一种有效方法，目前已有许多研究结果[1-7]。文献[1,2]介绍了求解抛

物型方程的 AGE 方法，并讨论了稳定性，给出了误差分析；文献[3,4,6]发展了 AGE 方法，提出了更一般的 ASE-I

方法，该方法突破了隐式计算的难点，在兼具并行性和稳定性基础上，有更好的截断误差，而且适合在 MIMD

型计算机上应用。本文使用求解抛物型方程的古典显隐格式和 Saul’yev 非对称格式构造新的隐式段，给出了一

种新的 ASE-I 方法。 

考虑一维抛物型初边值问题的并行有限差分法： 
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其中，      1 2, ,f t f t f x 是给定的连续函数，且  f x 在 0,1x  满足相容条件。以空间步长 和时间步长h  将定 

界区域划分为网格，节点为  ,i kx t ，其中
1

0,1, , ;ix ih i N h
N

    
 

 ；  0,1,kt t k   。点  ,i kx t 简记为 

 ,i k  。用 表示问题(1.1)的解 在离散点 ,k
iu u i k  ,u x t  ,i k 的值。 

求解 的古典隐格式为： 1k
iu


 1 1 1
1 1 2k k k

i i iu r u ru  
    1

k
iu                               (1.2) 

求解 的古典显格式为： 1k
iu


 1
1 1 2k k k

i i iu ru r u ru
1
k
i                                    (1.3) 

求解 的一类 Saul’yev 非对称格式为： 1k
iu


   1 1
11 1k k k

i i ir u ru r u ru 
1
k
i                                  (1.4) 

   1 1
11 1k k k

i i ir u ru r u ru 
1 2

k
i                                   (1.5) 

其中网比 2r t x   。用 Fourier 方法可以证明，上述两种非对称格式都绝对稳定，证明过程参见参考文献[5]。 

由泰勒公式可知古典显隐格式的截断误差都是  2o h  [5]，而单独使用 Saul’yev 非对称格式的截断误差含

有 o h ，因此常常把两种 Saul’yev 非对称格式交替使用，以消除截断误差的  o h ，从而可以构造多种稳定

的差分格式。 

本文首先详细给出了这种新的隐式段的构造方法，然后用这种新的隐式段构造了新的 ASE-I 方法。然后给

出了这种 ASE-I 方法的数学形式，分析了稳定性并得出了稳定性定理。最后通过数值算例验证了这种新 ASE-I

格式的稳定性和精确性，并与求解抛物型方程的 AGE 方法和精确解进行比较，仔细分析了数值试验结果。 

2. 并行求解抛物型偏微分方程的一种新的 ASE-I 格式 

首先利用古典显隐格式和 Saul’yev 非对称格式构造隐式段，然后给出算法设计。 

设需要求解的内节点 1m  满足 ，1m K  L K 为段数， 为每段分点数，不妨设 。对某 ，考虑

诸点上的计算。 

L 4L  0i

  0 , 1 1,2, ,i i k i L    
Saul’yev 隐式段：在某个子段的两个端点  0 1, 1i k  和  0 , 1i L k  分别使用 Saul’yev 非对称格式(1.4)和

(1.5)，在内点处使用古典隐式。 

古典显隐式段：同样，对某个子段的两个端点  0 1, 1i k  和  0 , 1i L k  ，分别使用古典显式，在内点处使

用古典隐式。 

下面给出利用这两种隐式段构造交替分段显隐式法的算法设计：在奇数时间层，将要计算的点，自左向右

依次按“古典显隐式段→Saul’yev 隐式段→古典显隐式段→Saul’yev 隐式段→···”的规律安排计算格式。且若

2K n ， 使用古典显格式，每段可并行计算；在偶数时间层，每点计算格式与奇数时间层交替的进

行，即：古典显格式与古典隐格式交替，两种非对称格式交替，这样在偶数时间层上的点仍可以并行计算，只

是分组发生改变。 

1, 1m k 

这种算法设计的数学描述的矩阵形式为： 

   1
1 2

k
1

k kI rG U I rG U B                                  (2.1) 

   2 +
2 1

k k 1
2
kI rG U I rG U B                                 (2.2) 

其中 
T

1 0 ,0, ,0,k k k
mB ru u    ，

T+1 +1
2 0 ,0, ,0,k k k

mB ru u    ， 

Copyright © 2013 Hanspub 16 



王栋，冯蕾  并行求解抛物型偏微分方程的一种新 ASE-I 格式 

 0
i iu f x ，  0 1

k ku f  ，  2
k k
mu f  ， 1,2, ,i m  ， 0, 2,K  。 

            1 2 1 1 2 3
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当 2K n 时： 
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当 2 1K n  时： 
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   ， 

2LQ  为 阶零矩阵。显然有： 2L 

1 2

2 1

1 2 1

1 2 1

1 2

G G


 

 
 



    

数值计算时将这种并行差分格式的奇数层与偶数层接层合并，可得转移矩阵为： 

     1 1

2 1 1T I rG I rG I rG I rG
      2  

为证明这种新并行差分格式的稳定性，需要引入下面 Kellogg 引理： 

引理 1[7]：设 0  ，如果 A为非负实矩阵，即满足 TA A 非负定，则  1I A  存在，且有估计式   1
1I A   。 

注：若 ，0A  0  ，则有   1
1I A   。 

引理 2(Kellogg 引理)[7]：若矩阵算子 与 上，则对任何参数0A  nR 0  ，有估计式 
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   1
1I A I A      

注 1：若 ，0A  0  ，则    1
1I A I A     ，注 2：若 ，0A  0  ，则    1

1I A I A    ，

注 3：若 ，0A  0  ，则    1
1I A I A    。 

对由(2.1)，(2.2)所描述的并行差分格式，利用以上引理可得到其绝对稳定性定理。 

定理：由(2.1)和(2.2)描述的并行差分格式绝对稳定。 

证明：由新的差分格式算法的数学描述知，从第 层到第k 2k  层的增长矩阵为： 

     1 1

2 1 1T I rG I rG I rG I rG
      2

1

 

由于 。 从而 令  0i
LG  ， 1,2,3i   1

1 0LG   ，  3
1 0LG   ，  3

1 0LG   ，  2
2 0LG   ， 1 0G  ， 2 0G  ，   1

1 1T I rG I rG
   ，

。由 Kellogg 引理 2，可得：  2 2T I rG   I rG
 2

1

     11

2 1 2 2 22 2 2 2 22
1 4

n n
T I rG T T I rG I rG r C

         

即：
2

, 1 4T C C   r

0,

。证毕。 

3. 数值算例 

下面考虑一维抛物型初边值问题： 

   
   

, 0 1,

,0 sin π ,

0, 0, 1, 0

t xxu u x t

u x x

u t u t

   



  

                                     (3.1) 

的并行有限差分法，它可视为初边值问题(1.1)的模型。其精确解为 

  2π, e sin πtu x t x                                         (3.2) 

下面通过本文介绍的 ASE-I 算法和求解抛物型方程的 AGE 算法[2,8,9]求解这一问题，并与精确解作比较。 

首先对求解区间 0 1x  进行剖分取 ，则相应的分点数为0.01x  100m  ，需要计算的内点数 1 99m   ，

取每段的分点数为 4，最后一段有 3 个分点，这样就有 25 段，网比取 r 0.5 。则由 C 程序分别计算出各内点在

的值及与精确解的绝对误差。使用 AGE 算法，则需要处理单点。网比同样取 ，则由 C 程序分别

计算出各内点在 的值及与精确解的绝对误差。将部分计算结果分别列于表 1。 

0.5t  0.5r 

0.5t 
 

Table 1. The comparison of ASE-I, AGE and exact solution when , ,0.5 0.01 0.5   r x t  

表 1. 当 时，ASE-I 与 AGE 格式和精确解的比较 , ,0.5 0.01 0.5   r x t

x  精确解 ASE-I  710e   AGE  410e   

0.10 0.0022 0.0022 2.656 0.0022 0.0395 

0.20 0.0042 0.0042 5.019 0.0042 0.0751 

0.30 0.0058 0.0058 6.468 0.0058 0.1033 

0.40 0.0068 0.0068 7.469 0.0068 0.1214 

0.50 0.0071 0.0071 7.916 0.0072 0.1276 

0.60 0.0068 0.0068 7.478 0.0068 0.1213 

0.70 0.0058 0.0058 6.477 0.0058 0.1030 

0.80 0.0042 0.0042 5.038 0.0042 0.0746 

0.90 0.0022 0.0022 2.668 0.0022 0.0390 
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4. 结论 

本文利用古典显隐格式和 Saul’yev 非对称格式，构造了一种新的古典显隐式段，进而构造一种新的 ASE-I

算法，并给出这种差分格式的矩阵形式，从理论证明了这种新格式的稳定性。 

从表 1 的数值计算实验结果表明，可以看出使用此种 ASE-I 算法可以计算出相当精确的结果，在取四位有

效数值时，数值解与精确解可达同样精度。同时与求解抛物型方程的 AGE 方法比较，就截断误差来看，有更加

小的截断误差。在分段更加灵活性的基础上，能得到更小的截断误差，应用更加广泛，实验数据与理论分析相

符合。 
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