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摘  要 

在本文中，我们关注高阶数值导数问题，该问题是不适定的。为了解决这一反问题，我们提出了分数阶

Tikhonov正则化方法，用于从一维噪声数据中计算高阶数值导数。本文先用Fourier变换求出问题的精

确解，再用分数阶Tikhonov正则化方法构造出问题的正则化解，最后讨论了先验正则化参数选择规则下

精确解与正则化近似解的误差估计。 
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Abstract 
In this paper, we focus on the higher-order numerical derivative problem, which is ill-determined. 
To solve this inverse problem, we propose a fractional Tikhonov regularization method for calculat-
ing higher-order numerical derivatives from one-dimensional noisy data. In this paper, the Fouri-
er transform is used first to write the exact solution of the problem, and then the regularization so-
lution of the problem is constructed by fractional Tikhonov regularization method. Finally, the error 
estimation of the exact solution and regularization approximate solution under the prior regulari-
zation parameter selection rules is discussed. 
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1. 介绍 

数值微分问题是一个经典的不适定问题，我们在很多的关于不适定问题的著作里会提到它[1]-[3]。它

是最基础的不适定问题，同时数值微分在科学研究和实际应用中也是非常重要的。例如图像处理[4]、Abel
积分方程的求解[5]、求解 Volterra 积分方程[6]、识别问题[7]等都需要处理数值微分。对物理过程的分析

可能需要计算测量数据的导数，可以使用的函数值包含误差，并且数量有限。数据的数值微分包含了复

杂逆问题可能表现出的许多微妙之处和陷阱。众所周知，数值微分问题在某些意义下是不适定的，输入

数据中的任意小的差异，可能导致所求近似导数中的任意大的误差。或者说，通过函数在有限个点的值

来求其导数的问题是不适定的。为了克服反问题的不适定性，我们就需要运用正则化方法。正则化方法

是一种求解不适定问题的近似方法，所以解决这个问题的一个关键是建立稳定的算法。对于数值微分这

个问题的研究，过去几年中出现了许多计算方法，例如差分方法[7]-[9]、Tikhonov 正则化方法[10] [11]、
软化方法[12]。虽然关于数值微分问题有许多的研究成果，但是目前存在的研究主要针对的是一维情形，

而在实际应用中，二维情形下的数值微分问题更具有实际意义。 
在标准 Tikhonov 正则化方法下，为了能够得到更多近似解的细节，Klann 等于 2006 年提出了分数次

Tikhonov 正则化方法[13]，来克服经典 Tikhonov 方法求得的近似解过度光滑的缺陷。2012 年，Li 等在考

虑热传导问题时提出了一种新的分数次 Tikhonov 正则化方法[14]。在[15]中，作者应用这一方法求解

Helmholtz 方程的柯西问题。在本文中，我们使用分数次 Tikhonov 正则化方法来解决高阶数值微分问题。

我们分析了数值微分问题的不适定性，然后提出了该方法(参照第 2 节)。在第 3 节中，我们给出了先验正

则化参数选择规则下的收敛性估计。 

2. 不适定性分析 

这节我们考虑数值微分问题的不适定性并讨论如何稳定高阶数值导数，考虑函数 ( ) ( )2h x L R∈ ，设 ĥ
为 h 的傅里叶变换，即： 

( ) ( )1ˆ e d
2

i x
R

h h x xξξ −=
π ∫ .                                (1) 

现在我们考虑函数 ( )h x 的 k 阶导数， 1,2,k = 并定义 ( ) ( ) ( )d
d

k
k

k

h x
h x

x
= ，进行傅里叶变换，即： 

( ) ( ) ( ) ( )ˆkkh x i hξ ξ= ,                                  (2) 

则： 

( ) ( ) ( ) ( )1 ˆ e d
2

kk i x
R

h x i h ξξ ξ ξ−

π
= ∫ ,                            (3) 
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其中， ( )kiξ 是从 h 到 ( )kh 的“核”。 
当我们在 ( )2L R 中考虑问题时，由于输入数据 h 在实际中是由物理测量得到的，存在一定的误差，

所以我们用 ( ) ( )2h x L Rδ ∈ 表示误差数据，满足： 

h hδ δ− ≤ ,                                     (4) 

其中， ⋅ 表示 2L 的范数， 0δ > 表示数据的噪声水平。因此，如果我们试图获得高阶数值导数，那么误

差中的高频成分会被放大，可能会破坏解，所以该问题是不适定的。在[16]中，将“核” ( )kiξ 修改为

( )
( )2

1

k

k

iξ

µ ξ+
，通过修正法稳定问题，并得到误差估计。在本文中，我们提出分数次 Tikhonov 正则化方法，

处理该不适定问题。对确切的输入数据施加一个先验界，即： 

, 0ph E p≤ ≥ .                                     (5) 

其中， 0E > 为常数， p⋅ 是 Sobolev 空间 ( )PH R 的范数，定义为： 

( ) ( ) ( )
1

2 22 ˆ1 d
p

p R
h hξ ξ ξ ⋅ = + 

 ∫ ,                             (6) 

即： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2 22 ˆ1 d
pk

Rp
h h Eξ ξ ξ ξ = + ≤ 

 ∫ .                          (7) 

我们引入如下定义的分数次 Tikhonov 正则化方法[17]： 

( ) ( ) 1* * *
, .A A I h A A A h

γ γ

µ γ δµ
−

+ =                               (8) 

其中， :A X Y→ 是有界线性算子， *A 是 A 的伴随算子， ,X Y 是 Hilbert 空间。
1 1
2

γ< ≤ ，如果 1γ = 会得

到标准的 Tikhonov 正则化方法，这里选择
1 1
2

γ< < ，来克服近似解的过度平滑效应并获得更多精确解的

细节[17]。 
分数次 Tikhonov 正则化方法是一种基于滤波器的滤子正则化方法，过滤子提供了对正则化方法性质

的洞察。我们结合标准 Tikhonov 正则化方法的基本思想[18]，分数次 Tikhonov 正则化方法可用类似的方

式给出[17]。假定 A 为紧算子，其奇异系统为 ( ), ,j j jx yσ ， 0j > ，其滤子函数为： 

( )
2

, 2F
γ

µ γ
σσ

σ µ
 

=  + 
 .                                  (9) 

式中， µ 作为正则化参数，
1 1
2

γ< < ，当 1γ = 时，恢复为标准的 Tikhonov 正则化滤子函数。 

令 ( ) ( ),
kh xδ γ 是分数次 Tikhonov 正则化方法的正则解，我们的主导思想是用

( ) ( )

( )
,

21

k

k

F iµ γ
γ

σ ξ
σ µ ξ

=
+



代替

( )
( )2

1

k

k

iξ

µ ξ+
，由式子(8)得到正则解： 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ), ,
ˆkkh x F i hδ γ µ γ δσ ξ ξ ξ=  .                            (10) 
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以便于用
( )

,
khδ γ 来近似 h，其中 ( ) kσ ξ ξ −= 。 

3. 先验正则化参数选取及误差估计 

我们首先证明一些引理。 

引理 3.1 对 0µ > ，
1 1
2

γ< < ， 0k > ，有： 

( )( ) 1
,sup k

R

cF iµ γ
ξ

σ ξ ξ
µ∈

≤ .                             (11) 

证明：由式(9)，我们得到： 

( )( ) ( )
( )

( )
( )

2 1
2

, 2 2
sup sup sup

k

k k

kR R R
F i

γ
γ

µ γ γ
ξ ξ ξ

ξσ ξ
σ ξ ξ ξ

σ ξ µ ξ µ

−−

−∈ ∈ ∈

 
= =  +  +

 , 

引入变量
kx ξ −= ，令： 

( )
( )

2 1

2

xM x
x

γ

γ
µ

−

=
+

,                                 (12) 

1
2

γ > 时，函数 ( )M x 是连续的，而 ( )lim 0
x

M x
→∞

= ， ( )
0

lim 0
x

M x
→

= ，那么 ( )M x 的最大值点 0x 满足

( )0 0M x′ = ，对 ( )M x 求导并令 ( )0 0M x′ = ，我们得到： 

0 2x µγ µ= − . 

将 0x 代入 ( )M x 中得到： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
12
2

1
0

12 1 2 2 12
2

cM x M x

γ
γ γµ γ γ γ γ

µγ µ µ

−
− −− − −

≤ = = = ,                (13) 

令 ( ) ( )
1
2 12 2 1 cγ γγ γ− −− = 。由式(12)和(13)，我们有： 

( )( ) 1
,sup k

R

cF iµ γ
ξ

σ ξ ξ
µ∈

≤ . 

引理 3.2 对 0µ > ，
1 1
2

γ< < ， 0k > ，有： 

( )( )( )( ) 22 2
,

2
3

, 2 ,
sup 1 1

,0 2 .

p

p
kR

c p k
F

c p k
µ γ

ξ

µ
σ ξ ξ

µ

−

∈

≥− + ≤ 
< <

                       (14) 

证明：标准的 Tikhonov 正则化方法的滤子函数为： 

( )( ) ( )
( )

2

,1 2Fµ

σ ξ
σ ξ

σ ξ µ
=

+
,                                 (15) 

根据[19]中的命题 3.2，我们有： 

( )( ) ( )( ),1 ,0 F Fµ µ γσ ξ σ ξ< ≤  ,                               (16) 

由式(15)和(16)，我们有： 
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( )( )( )( ) ( )( )( )( )

( ) ( ) ( )

2 22 2
, ,1

2 2
2 2

2

2

2

2

sup 1 1 sup 1 1

sup 1 sup

sup

sup

sup .
1

p p

R R

p
p

R R

p
k

R

p

k
R

k p

k
R

F Fµ γ µ
ξ ξ

ξ ξ

ξ

ξ

ξ

σ ξ ξ σ ξ ξ

µ µξ ξ
σ ξ µ σ ξ µ

µ ξ
ξ µ

µ ξ

ξ µ

µ ξ

µ ξ

− −

∈ ∈

− −

∈ ∈

−

−
∈

−

−
∈

−

∈

− + ≤ − +

   
= + ≤      + +   

 
 =
 + 

=
+

=
+



 

引入变量 1y ξ λ= ≥ ， 1λ 为常数。令： 

( )
2

2 1

k p

k
yN y
y
µ
µ

−

=
+

,                                  (17) 

若 2 0k p− ≤ ，即 2p k≥ ，有： 

( )
2

2
22 2 2

1

1 1
1

k p
k p

k p k p k
yN y y c
y y
µ µ µ µ µ
µ λ

−
−

− −= ≤ = ≤ =
+

.                     (18) 

令 22
1

1
p k c

λ − = 。 

若 2 0k p− > ，即 0 2p k< < ，函数 ( )N y 是连续的，而 ( )lim 0
y

N y
→∞

= ， ( )
0

lim 0
y

N y
→

= ，那么 ( )N y 的最

大值点 0y 满足 ( )0 0N y′ = ，对 ( )N y 求导并令 ( )0 0N y′ = ，我们得到： 

0
22 k py k

pµ
−

= . 

将 0y 代入 ( )N y 中得到： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

0
21 1

2 2

21 1
2 2

112 22

2
3

2 2

2 2 1

1 2
2

.

k p

k

p pp
k kk

p
k

N y N y

k k p p

k k p p

p k k p

c

µ µ

µ µ

µ

µ

−
−

−

−−

≤

 −  =
 − +  

= −

=

                          (19) 

令 ( )112 2 3
1 2
2

p p
k kp k k p c−− − = ，结合式子(17)、(18)和(19)，我们有： 

( )( )( )( )
2

2 2
,

2
3

, 2 ,
sup 1 1

, 0 2 .

p

p
R k

c p k
F

c p k
µ γ

ξ

µ
σ ξ ξ

µ

−

∈

≥− + ≤ 
 < <

  

我们将会得到如下定理： 
定理 3.1 设 ( ) ( )kh x 是精确解，

( ) ( ),
kh xδ γ 是由式(8)确定的正则解，如果先验条件(7)和噪声水平估计(4)
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都满足，并假设引理 3.1 和引理 3.2 都成立，那么如下的收敛估计式成立： 

1) 如果 2p k≥ ，并选择正则化参数

2
3

E
δµ  =  

 
，我们得到如下收敛估计： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1
3 3

, 1 2
k kh x h x c c Eδ γ δ− ≤ + .                           (20) 

2) 如果 0 2p k< < ，并选择正则化参数

2k
p k

E
δµ

+ =  
 

，我们得到如下收敛估计： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 3

p k
k k p k p kh x h x c c Eδ γ δ + +− ≤ + .                          (21) 

证明：定义
( ) ( )kh xγ 为： 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ),
ˆkkh x F i hγ µ γ σ ξ ξ ξ=  .                           (22) 

由 Parseval 关系式，并使用三角不等式，我们得到： 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( )( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )

,

,

,

, , ,

11
22 22

, ,

1
2 2

2 22 2
,

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ1

ˆ1 1 1 su

k k

k k

k k k k

k k k k

k k

R R

p p
k

R

h x h x

h x h x

h x h x h x h x

i h F i h F i h F i h

F i h F i h h

F i h

δ γ

δ γ

γ δ γ γ

µ γ µ γ δ µ γ

µ γ µ γ δ

µ γ

ξ ξ σ ξ ξ ξ σ ξ ξ ξ σ ξ ξ ξ

σ ξ ξ ξ σ ξ ξ ξ ξ

σ ξ ξ ξ ξ ξ
−

−

= −

≤ − + −

= − + −

  = − + −      

 
 ≤ − + + +
 
 

∫ ∫

∫

  

 

 ( )( )( )

( )( )( )( ) ( )( )( )

,

2 2
, ,

2
1

2
3

p

sup 1 1 sup

, 2
,

,0 2

k

R

p
k

R R

p
k

F i

F E F i

c p k cE
c p k

µ γ
ξ

µ γ µ γ
ξ ξ

σ ξ ξ δ

σ ξ ξ σ ξ ξ δ

µ
δ

µµ

∈

−

∈ ∈
≤ − + +

≥≤ +
 < <



 

 

选择正则化参数 µ ，如下： 
2
3

2

, 2 ,

, 0 2 .
k

p k

p k
E

p k
E

δµ

δµ
+


  = ≥   


  = < <    

 

那么我们会得到： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

2 1
3 3

1 2
,

1 3

, 2 ,

, 0 2 .

k k
p k

p k p k

c c E p k
h x h x

c c E p k
δ γ

δ

δ + +


+ ≥

− ≤ 
 + < <
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定理得证。 
注解：由以上结果可以得到，当 0δ → 时，精确解和正则化近似解很接近。以上结果还具有特殊意

义，收敛估计是
2
3δ ，满足 h hδ δ− ≤ 的正则化解的误差估计 ( ) ( ) ( ) ( ),

k kh x h xδ γ− 最好也只能达到
2
3δ 。 

4. 总结与展望 

本文解决了一个不适定问题，即从一维噪声数据中计算高阶数值导数。本文先用 Fourier 变换推导出

问题的精确解，再用分数阶 Tikhonov 正则化方法构造出问题的正则化解，最后给出了先验正则化参数选

择规则下精确解与正则化近似解的误差估计。 
需要指出，分数阶 Tikhonov 正则化方法虽然克服了经典 Tikhonov 正则化方法求得的近似解过度光

滑的缺陷，但是对于分数阶 Tikhonov 正则化方法也无法克服经典 Tikhonov 正则化方法的饱和收敛结果。

另外一方面，目前存在的研究主要针对的是一维情形，而在实际应用中，二维情形下的数值微分问题更

具有实际意义。所以在接下来的研究中，进一步探究如何克服分数阶 Tikhonov 正则化方法求解数值微分

问题的饱和收敛结果，以及考虑能否将同样的方法推广至高维情形。 
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