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摘  要 

文章研究了具有p-双调和算子和对数非线性项的抛物方程的初边值问题。在改进的位势井理论框架下，

利用微分不等式技巧得到了适当条件下弱解的衰退估计，推广和改进了已有结果。 
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Abstract 
In this paper, the initial-boundary value problem for a parabolic equation with p-biharmonic op-
erator and logarithmic nonlinearity is studied. Under the improved framework of potential well 
theory, the decay estimation of weak solutions under appropriate conditions was obtained by dif-
ferential inequality techniques, which generalizes and improves existing results. 
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1. 引言 

本文考虑如下具有对数分线性项的 p-双调和抛物方程： 
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其中： ( )1N NΩ⊂ ≥ 是具光滑边界 ∂Ω的有界区域，υ 是 ∂Ω上的单位外法向量， ( ) ( )2,
0 0

pu x W∈ Ω ，

( )22 p
pu u u−∆ = ∆ ∆ ∆ 为 p-双调和算子，当 2p = 时，称为双调和算子，指数 p 和 q 满足： 

 42 1p q p
N

 ≤ ≤ < + 
 

. (2) 

Payne 和 Sattinger [1]首次构建位势井理论的框架，研究了如下非线性波动方程的初边值问题。 
( ) ( ) ( ),     , 0,ttu u f u x t= ∆ + ∈Ω× +∞ ， 

得到了如果初值落入井内集合，则整体解存在；如果初值落入井外集合，则整体解不存在。此后，

位势井法成为研究问题弱解整体存在性以及衰退和爆破性质的重要方法[2] [3]。Liu [4]改进了先前的研究

结果，提出了一种新的方法，即所谓的位势井族。对于源项 ( ) 1pf u u u−= 的情形，Liu 得到了初值在亚

次临界初始能量时，弱解不会位于真空隔离区域的结果。位势井族的方法被众多学者成功应用到一些偏

微分方程弱解的研究当中[5]-[7]。 
四阶微分方程是在非线性弹性地基上研究弹性梁挠度问题时产生的，现实生活中很多重要现象都可

以用四阶偏微分方程来描述[8] [9]，将四阶微分方程推广到更复杂的情形，即 p-双调和方程，许多学者考

虑了这类方程，可参考文献[10]-[12]。其中，Liu 和 Fang [10]研究了问题(1)，他们结合 Galerkin 方法、改

进的对数 Sobolev 不等式及位势井理论，得到了在 ( ){ } ( )max 1,2 4 1 4N N p q p N+ < ≤ < + 的情形下弱解

的整体存在性；利用微分不等式技巧得到了1 2p q< ≤ ≤ 时弱解在无穷远处爆破，并利用凹引理得到了

( ){ }max 1,2 4N N p q+ < ≤ 、 ( )2 1 4q p N< < + 时 ， 弱 解 在 有 限 时 间 爆 破 的 结 果 ； 此 外 在

( ){ }max 1,2 4 2N N p q+ < < < 的情形下，给出了弱解的熄灭现象，并得到了衰退率的估计。但对问题(1)
在 ( )2 1 4p q p N≤ ≤ < + 时弱解的衰退未作分析。本文在文献 [10] 的基础上，给出了弱解在

( )2 1 4p q p N≤ ≤ < + 情形下的衰退估计，相较于一般的位势井理论，在研究弱解衰退性质时，对于 2p =

和 2p > 需采用不同的处理方法，本文则利用位势井族及微分不等式技巧，研究了 2p ≥ 的更一般的结果，

从而完善了[10]的结果。 

2. 准备工作 

在本文中，对任意 ( )pu L∈ Ω ， ( )1dp

ppu xu
Ω

= ∫ 表示 u 的 ( )pL Ω 范数。由于 2p ≥ ，则有下列事实
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首先定义与之相关的泛函和集合，对任意 ( )2,
0

pu W∈ Ω ，令 

 ( ) 2
1 1 1ln dp q q

p qJ u u u u
q

x
p q

u
Ω

= ∆ − +∫ ， (3) 

 ( ) ln dp q
pI u u u u x

Ω
= ∆ − ∫ ， (4) 

则有 

 ( ) ( ) 2
1 1p q

p q

q p
q pq

J u I u
q

u u+ +
−

= ∆ ， (5) 

定义 Nehari 流形 ( ) { } ( ){ }2,
0 \ 0 , 0pu W I u= ∈ Ω = ，井深 ( )inf

u
d J u

∈
=


。定义位势井 W 和井外集合 V

如下： 

( ) ( ) ( ){ } { }2,
0 | , 0 0pW u W J u d I u= ∈ Ω < >  ， 

( ) ( ) ( ){ }2,
0 | , 0pV u W J u d I u= ∈ Ω < < ， 

将上述单个位势井推广到位势井族，对于任意 0δ > ，定义修正的泛函和 Nehari 流形为 

 ( ) ln dp q
pI u u u u xδ δ

Ω
= ∆ − ∫ ， (6) 

( ) { } ( ){ }2,
0 \ 0 , 0pu W I uδ δ= ∈ Ω = ， 

相应的势井集合为 

( ) ( ) ( ) ( ){ } { }2,
0 | , 0 0pW u W J u d I uδ δδ= ∈ Ω < >  ， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2,
0 | , 0pV u W J u d I uδδ= ∈ Ω < < ， 

其中井深 ( ) ( )inf
u

d J u
δ

δ
∈

=


。 
接下来，给出以下几个与 ( )I uδ 性质相关的引理。 
引理 2.1 令 ( )2,

0
pu W∈ Ω ，p 和 q 满足式(2)，对于任意的 ( )0 1 4p Nα< < + ，如果 ( ) 0I uδ = ，那么有

( )p ru α δ∆ > ，其中 ( ) ( ) ( )1 q pqr B
αα

α αδ δα
+ −+= ， Bα 是 ( ) ( )2,

0
p qW L α+Ω Ω 的最优嵌入常数。 

证明 通过式(6)和以下事实： 

( )
( )

ln , 0
u x

u x
α

α
α

< ∀ > ， 

有： 

( ) ln d

1         d   

      ,   

p q
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∫
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其中 Bα 是 ( ) ( )2,
0

p qW L α+Ω Ω 的最优嵌入常数。如果 ( ) 0I uδ = ，由上式可直接得出 

( ) ( ) ( )1 q pp q
p B ru

αα
α αδα δ

+ −+> =∆ 。 

引理 2.2 令 

( ) ( )*
40, 1

sup
p q

N

r rα
α

δ δ
  ∈ + −     

= ， ( ) ( )
40, 1

sup
p q

N

r α
α

δ σ δ∗

  ∈ + −     

= ， 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )1 q p q q pq
pqB

α α αα
ασ δ δα

+ − + −+= Ω ， pqB 是 ( ) ( )2,
0

p qW LΩ Ω 的最优嵌入常数。那么 ( )*r δ 存在且

满足 ( ) ( )*
*0 r rδ δ< ≤ < +∞。 

证明 由引理 2.1，我们可以推断出如果 ( )*r δ 存在，那么 ( )* 0r δ > 。根据 Hölder 不等式，有： 

( )d d
q

q q qqu x u x
α α αα

+ ++
Ω Ω

≤ Ω∫ ∫ ， 

结合 ( ) ( )2,
0

p qW L α+Ω Ω 和 ( ) ( )2,
0

p qW LΩ Ω ，我们可以获得 
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1 1inf infp pq q q q
u X u X
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u u

B u u B
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+ +
∈ ∈
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因此， 

( ) ( )
1

q p
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B

α

α αα
α

δαδ σ δ
+ −

+

 
= ≤ 
 

， 

即 ( ) ( )*
*r rδ δ≤ 。此外，由于 ( )ασ δ 在 ( )0, 1 4p N q+ −  的连续性可得 ( )*r δ 存在且 

( ) ( ) ( )*

44 0, 10, 1

sup max
p qp q NN

r α α
αα

δ σ δ σ δ
     ∈ + −  ∈ + −        

= ≤ < +∞， 

通过上述讨论可得引理得证。 
结合引理 2.1 和引理 2.2 可得如下推论： 
推论 2.1 令 ( )2,

0
pu W∈ Ω ，p 和 q 满足式(2)，如果 ( ) 0I uδ = ，那么有 ( )p ru δ∗∆ > 。 

引理 2.3 令 u δ∈ ，p 和 q 满足式(2)，那么 ( )d δ 满足以下性质： 
1) 取 0 q pδ< ≤ 时， ( ) ( ) ( )*1 pd p q rδ δ δ> − ； 
2) ( )

0
lim 0d
δ

δ
+→

> ； ( )lim d
δ

δ
→+∞

= −∞； 

3) 在 0 1δ< ≤ 时， ( )d δ 是一个递增函数，在1 q pδ< ≤ 时， ( )d δ 是一个递减函数，也即是， ( )d δ
在 1δ = 时取得最大值 d。 

证明 (1)结合 u δ∈ 和推论 2.1 得 ( )p ru δ∗∆ > ，由 ( )J u 和 ( )I uδ 定义，可得： 

 ( ) 2
1 1p q

p qJ u u u
p q q

δ 
= − ∆ + 
 

， (7) 

因此，根据 ( )d δ 的定义，可知(1)成立。 
(2) 根据(1)的结论直接可得 ( )

0
lim 0d
δ

δ
+→

> ；此外，由式(7)有 ( )lim J u
δ→+∞

= −∞ ，再由 ( )d δ 的定义可得

( )lim d
δ

δ
→+∞

= −∞成立。 

(3) 为了证明 ( )d δ 的单调性，我们只需要证明对于任意的 0 1δ δ′ ′′< < < 或 0 q pδ δ′ ′′< < < 且对于任
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意的 u δ ′′∈ 存在一个 v δ ′∈ 和一个常数 ( ), 0ε δ δ′ ′′ > 使得 ( ) ( ) ( ),J v J u ε δ δ′ ′′< − 。事实上，对于所有的

u，我们定义 ( )λ λ δ= 满足 

( )ln ln dp q qq p
p qu u u u xδ λ λ−

Ω
∆ = + ∫ ， 

那么 ( )( ) 0I uδ λ δ = ，特别地，对于任意的 u δ ′′∈ ，有 ( ) 1λ δ ′′ = 使得 ( )( ) 0I uδ λ δ′′ ′′ = 。另一方面，

我们定义 

( ) ( )ln ln dq qq p
qu u u xϕ λ λ λ−

Ω
= + ∫ ， 

那么可以得到 ( ) ( )1 p
puλ δ ϕ δ−= ∆ ，因此，由 ( )ϕ λ 单调递增，可推断出 ( )λ δ 关于 δ 单调递增。令

( ) ( )g J uλ λ= ，可得： 

( ) ( )
( ) ( )
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1

1

d ln ln d
d

1              1

           1 .   

p q qp q p
p q

p
p

pp
p
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u I u
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λ λ λ λ
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δ λ λ
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− −
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 = − ∆ + 

= − ∆

∫

 

取 ( )v uλ δ ′= ，那么 v δ ′∈ 。对于 0 1δ δ′ ′′< < < 的情况，由推论 2.1 可得 ： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
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1 1

1
*

1

                   1 d

                   1 1

                   , 0.

pp
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−
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−

′− = −

= − ∆

′ ′ ′′ ′> − −

′ ′′= >

∫  

同理，对于 0 q pδ δ′ ′′< < < 的情况我们有： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1 1

1
*

1

                   1 d

                   1 1

                   , 0.

pp
p

p p

J u J v g g

u

r
λ δ

λ δ

λ δ λ

λ δ λ δ δ δ

ε δ δ

−

′

−

′− = −

= − ∆

′′ ′ ′′ ′′> − −

′ ′′= >

∫  

因此，(3)中的结论得证。 
引理 2.4 对于 ( )2,

0
pu W∈ Ω ，假设 ( )0 J u d< < 且 1 21δ δ< < 是方程 ( ) ( )d J uδ = 的两个根。那么对于

1 21δ δ< < ， ( )I uδ 的符号是不变的。 
证明 首先 ( )0 J u d< < 表明 0pu∆ ≠ 。采用反证法，如果对于 1 21δ δ< < 的符号是改变的，那么存在

一个 ( )1 2,δ δ δ∈ 使得 ( ) 0I uδ = 。由引理 2.3(3) ，我们可以得到 ( ) ( ) ( ) ( )1 2J u d d dδ δ δ= = < ，此外，由 ( )d δ
的定义有 ( ) ( )J u d δ≥ ，这与 ( ) ( )J u d δ< 矛盾。 

3. 衰退估计 

首先，回忆问题(1)弱解的整体存在性。 
引理 3.1 [10]令 ( )2,

0
pu W∈ Ω ，p 和 q 满足式(2)，问题(1)有唯一的整体弱解 ( )( )2,

00, ; pu L W∞∈ ∞ Ω ，

( )( )2 1
00, ;tu L H∈ ∞ Ω 。此外， ( )u t 满足下述能量等式： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1
0

2
00

d
t

H
u J u t J uτ τ τ

Ω
+ ≤∫ ， 0 t≤ ≤ ∞  (8) 
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引理 3.1 (当 ( )0J u d< 时的不变集合Wδ )令 ( )2,
0 0

pu W∈ Ω ， 0 e d< < ， 1 2δ δ< 是方程 ( )d eδ = 的两个

根。那么在 ( )0 0I u > 且 T 是 u 的最大存在时间的条件下，对于 1 21δ δ< < ，0 t T≤ < ，问题(1)满足 ( )0J u e=

的所有弱解属于Wδ 。 
证明  令 ( )u t 是问题 (1)的任一弱解。由 ( )0J u e= ， ( )0 0I u > 和引理 2.4 可得 ( ) ( )0J u d δ< 和

( )0 0I uδ > ，即对于 1 21δ δ< < 有 0u Wδ∈ 。接下来对于 1 21δ δ< < 和 0 t T≤ < ，我们证明 ( )u t Wδ∈ 。采用反

证法，由 ( )I u 在时间上的连续性，可假设存在一个 ( )0 0,t T∈ 使得 ( )0u t Wδ∈∂ ，即 

 ( )( ) ( )0J u t d δ= ， (9) 

或 

 ( )( )0 0I u tδ = 且 ( )0 0
p

u t∆ ≠ ， (10) 

显然式(9)与式(8)矛盾，如果式(10)成立那么由 ( )d δ 的定义我们有 ( ) ( )0J u d δ≥ ，这也与式(8)矛盾。

因此，引理 3.1 得证。 
注 3.1 如果定理 3.1 中的假设 ( )0J u e= 被 ( )00 J u e< ≤ 代替，那么定理 3.1 的结论仍然成立。 
由文献[10]可得为了得到 ( )2 1 4p q p N≤ ≤ < + 情形下弱解的衰退估计，我们只需要考虑初值满足

( )00 J u d< < 和 ( )0 0I u > 的情形。 

定理 3.1 令 ( )u t 是问题(1)的弱解，p 和 q 满足式(2)，如果 ( )00 J u d< < 且 ( )0 0I u > ，那么存在一个

常数 1c 使得 

( )

( )

( ) ( )

( )

2
1

2
2

1

1
2

0 2
22

22
2 1

0 22
2 2

e ,                                 

2 1

1

    2,

,     2.

c

p
p

t

p

c

p

pu

u t
p c

u t
c

p

δ

δ

−

+

−

−
−

−

−

=

 ∇

∇ ≤  

− − ∇ + 
+ Ω 

>



 

证明首先问题(1)的第一个等式两端乘 ( )u t ，并在Ω上积分可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2

1 d 1 d ln d
2 d 2 d

p q

p
u t u t u t u t u t x

t t Ω
+ ∆ + ∇ = ∫ ， 0 t≤ < +∞， 

结合式(6)，经过直接计算得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

2 2
12 2

1 d 1 d 1 0
2 d 2 d

p

p
u t u t u t I u t

t t δδ∇ + − ∆ + =+ ， 0 t≤ < +∞， (11) 

通过引理 3.2，我们得到对于 1 21δ δ< < 有 ( )u t Wδ∈ ，即有 ( )( ) 0I u tδ > 。由 ( )I uδ 关于δ 的连续性及

( )d δ 的定义，可以看出对于 0 t≤ < +∞有 ( )( )1
0I u tδ ≥ 。因此，式(11)可化为 

 ( ) ( ) ( )
2

2
12

1 d 1 0
2 d

p

p

c u t u t
t

δ+
+

∇ − ∆ ≤ ， 0 t≤ < +∞ . (12) 

其中 1c 为 Poincare 系数满足 2 2u uc≤ ∇ 。 

接下来，分两种情况考虑。 
情形 1 2p =  
由分部积分公式和带 ε 的 Young 不等式得： 
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2 2

2 2

2 2
2

d d d d

1               d d
2 2

1               d d ,
2 2

uu x u u u u x u u x

u x u x

u x u x
c

σ
υ

ε
ε

ε
ε

Ω ∂Ω Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

∂
∇ = ∇ − ∆ = − ∆

∂

≤ + ∆

≤ ∇ + ∆

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

取 2cε = ，则得： 

 2 2
2

1d du x u x
cΩ Ω

∇ ≤ ∆∫ ∫ . (13) 

结合(12)和(13)得： 

 ( ) ( ) ( )
2

2 2 2
1 22

1 d 1
2 d
c u t c u t

t
δ≤ − ∇−

+
∇ ， (14) 

在式(14)中，从 0 到 t 积分得： 

( )
( )

2

2
11

2 2
0 2

2

1
2

e
c

t
cu t u
δ− −

+∇ ∇≤ . 

情形 2 2p >  
利用 Hölder 不等式有： 

 ( ) ( )
22 2

2

p
p

p
u t u t

−

∆ ≤ Ω ∆ ， (15) 

结合(12)、(13)和(15)我们有： 

 ( ) ( ) ( )
2 2

2
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对式(16)在 0 到 t 积分可得： 
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定理 3.1 的结论得证。 
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