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摘  要 

作为一个描述非线性波在具有极性对称性的系统中传播的模型，mKdV方程对于研究非线性光学中的波

动问题等有重要的价值，对其作深入研究有利于物理光学中实际问题的解决，其求解方法的研究有着重

要的意义。G'/G' + G + A展开法是近年来发展起来的基于齐次平衡原理的求解非线性偏微分方程的一种

较为有效的方法。本文利用G'/G' + G + A展开法，运用行波变换，求解了mKdV方程，得到该方程的精确

值解，并利用数学软件Maple画出了解的图像。 
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Abstract 
As a model to describe the propagation of nonlinear waves in polar symmetric systems, mKdV eq-
uation is of great value to the study of wave problems in nonlinear optics. Further study of mKdV 
equation is beneficial to the solution of practical problems in physical optics, and the study of its 
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solution method is of great significance. The G'/G' + G + A expansion method is an effective method 
for solving nonlinear partial differential equations based on the principle of homogeneous equili-
brium developed in recent years. In this paper, mKdV equation is solved by using G'/G' + G + A ex-
pansion method and traveling wave transformation, and the exact value solution is obtained. 
Moreover, we use the mathematical software Maple to draw the understanding of the image. 
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1. 引言 

mKdV (Modified Korteweg-de Vries)方程最早由 Miura 提出，是一类重要的非线性波动方程，同时作

为一个描述非线性波在具有极性对称性的系统中传播的模型，mKdV 层次结构在理论物理学和应用数学

中得到了广泛的应用。mKdV 作为一个三或四阶非线性抛物型积分方程，通常用来描述小波的动力学行

为。比如在量子场论与凝聚态物理学中的对称超导的结构，以及在水动力学和湖泊模型中非线性水流的

模拟。近年来，有不少研究人员基于行波变换的基础上去求解 mKdV 方程。而本文主要研究一类 mKdV
方程。对于一般的 mKdV 方程[1]-[6] 

 2 0t x xxxu u u uα β+ + =  (1) 

我们令 6α = ， 1β = − ，则得到 

 26 0t x xxxu u u u+ − =  (2) 

目前的 mKdV 方程求精确解的工作是由产生许多新的和更普遍的精确行波解的愿望所驱动的，下面

我们采用一种较新颖的解法——G'/G' + G + A 展开法[7]-[12]求解方程(2)的精确值解。 

2. G'/G' + G + A 展开法求解方程 

G'/G' + G + A 展开法是齐次平衡法则[13]的一个应用。G'/G' + G + A 展开法是由 Abdul Hamid Ganie
等人研究的，是在 G'/G 展开法的基础上进行创新而得到的，主要也是被应用来得到一些非线性偏微分方

程的精确解。G'/G' + G + A 展开法的数学原理同 G'/G 展开法类似，应用于求解 mKdV 方程的步骤可分为

四步，主要用到行波变换原则、参考 G'/G 展开法中有限次幂级数的假设、齐次平衡法、运用 Maple 数学

计算工具来合并 G'/G' + G + A 的同类项来进行超定方程组的求解，同时所求的系数解用 Maple 软件来进

行验证解的准确性，最后再分情况进行讨论和用 Maple 软件进行画图。 
而Maple是一款强大的数学软件工具，是由加拿大滑铁卢大学两位教授KeithGeddes和Gaston Gonnet

领导的科研小组所开发的，并以加拿大的国树枫叶(Maple)命名。与同类软件相比，Maple 在符号计算和

数学推导方面具有明显优势。相较于 MATLAB 等数值计算软件，Maple 在符号计算和精确求解方面更为

出色；而与其他符号计算软件相比，Maple 在功能丰富度和易用性方面又表现出色。故本文主要采用 Maple
软件工具进行计算和画图。 
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在此，本文先对 G'/G' + G + A 展开法进行简要回顾，以获得非线性偏微分方程(2)的精确解。让我们

考虑如下的方程： 

 ( ), , , , , 0t x xt xxf u u u u u =  (3) 

其中 f 是 ( ),u u x t= 及其各阶偏导数的多项式。下面的四个步骤描述了所提出的方法。 
步骤 I：利用行波变换的规则，得到式(4)的行波解。设 ( ) ( ),u x t u τ= ， x ctτ = + ，其中 c∈表示波

速，对方程(2)进行变换，可得到一个常微分方程： 

 26 0cu u u uτ τ τττ+ − =  (4) 

再对式(4)积分，可得： 

 32 0cu u uττ+ − =  (5) 

步骤 II：假设式(5)的解可以表示为 G'/G' + G + A 的有限次幂级数 

 ( )
0

im

i
i

Gu a
G G A

τ
=

′ =  ′ + + 
∑  (6) 

其中 ( )G G τ= 满足二阶线性常微分方程 
 0G PG QG AQ′′ ′+ + + =  (7) 

式(6)和(7)中系数 0 1 2, , , , , , ,ma a a a P Q A ，为待定常数，且 0ma ≠ ，正整数 m 由式(5)中含最高阶偏导

数的项与最高次的非线性项之间通过齐次平衡原则来确定。 
令 

 
Gv

G G A
′

=
′ + +

 (8) 

再结合方程(7)可得： 

 ( ) ( )21 2v P Q v Q P v Q′ = − − + − −  (9) 

以及 

 ( ) ( )2 1 2v P Q vv Q P v′′ ′ ′= − − + −  (10) 

步骤 III：将式(6)代入式(5)，根据不同条件(7)、(9)和(10)来求解，合并(G'/G' + G + A)的相同幂次项。

式(5)的左端变成一个关于(G'/G' + G + A)的多项式。再令(G'/G' + G + A)各阶幂次的系数为零，得出求解

关于 ( )0,1,2, , ,ia i m c=  的方程组。 
步骤 IV：求解步骤 III 中建立的含 ( )0,1,2, , ,ia i m c=  的代数方程，得出来的解代入式(6)，可得式(2)

的精确行波解。此步可通过相关数学软件 Maple 完成。(G'/G' + G + A)对应有以下三种形式： 
当 2 4 0D P Q= − > ，有 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

e

2 2 e

D

D

C P D C P DG
G G A C P D C P D

τ

τ

τ
τ τ

+ + −′
=

′ + + + − + − −
 (11) 

当 2 4 0D P Q= − < ，有 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

2 1 1 2

2 1 1 2

sin cos
2 2

2 sin 2 cos
2 2

D DPC C D PC C D
G

G G A D DP C C D P C C D

τ τ
τ

τ τ
τ τ

   − −
+ − + − −      ′    =

′ + +    − −
− + − + − − −      

   

 (12) 
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当 2 4 0D P Q= − = ，有 

 ( )
( ) ( )

( )
( )( )

1 2 2

1 2 2

2
2 2

G P C C C
G G A P C C C

τ τ
τ τ τ

′ + −
=

′ + + − + −
 (13) 

3. 求解 mKdV 方程的精确解 

由式(5)、(6)和(10)，运用齐次平衡原则，可得 2 3m m+ = ，可得 1m = 。则式(6)存在以下解： 

 ( ) 0 1
Gu a a

G G A
τ

′ = +  ′ + + 
 (14) 

再对 ( )u τ 求两次导，可得： 

 1
Gu a

G G Aττ

′′′ =  ′ + + 
 (15) 

把式 (15)代入到式 (5)，运用 Maple 软件进行计算，再合并
( )

( ) ( )

i
G

G G A
τ

τ τ
′ 

  ′ + + 
同类项的系数

( )0,1,2,3i = ，并令其为零可得超定方程组： 

 ( )
( ) ( )

3

2 2 3
1 1 1 1 1 1 1: 2 4 2 2 4 4 2 0,

G
P a PQa Q a a pa Qa a

G G A
τ

τ τ
′ 

− + − + + − − =  ′ + + 
 (16) 

 ( )
( ) ( )

2

2 2 2
1 1 1 0 1 1 1: 3 9 6 6 3 6 0,

G
P a PQa Q a a a Pa Qa

G G A
τ

τ τ
′ 

− + + − + =  ′ + + 
 (17) 

 
( )

( ) ( )
2 2 2

1 1 1 0 1 1 1: 6 6 6 2 0,
G

P a PQa Q a a a Qa ca
G G A

τ
τ τ

′ 
− + − + − + =  ′ + +   

 (18) 

 ( )
( ) ( )

0

2 3
1 1 0 0: 2 2 0.

G
PQa Q a a ca

G G A
τ

τ τ
′ 

− + + + =  ′ + + 
 (19) 

而超定方程组是线性代数中的一个概念，当方程组的未知数数量少于方程数量时，该方程组就被称

为超定方程组。由于超定方程组通常没有精确解，我们常常会寻求一个近似解，使得所有方程的残差(即
方程的实际值与解代入方程后得到的计算值之间的差)平方和最小。这就是数值分析中所涉及到的最小二

乘解的原理。其中，最小二乘法是可以拟合任意函数的，而线性回归只是其中一种较简单和常用的函数。 
因此，这里我们选择用线性回归模型来简单讲解最小二乘法的数学原理。首先，线性回归的因变量

是自变量的线性组合，其定义式可以表示为 

 ( )1 2 0 1 1 1 1, , , n n nh x x x x xθ θ θ − −= + + +   (20) 

其中， ( )T
0 1 1, , , nθ θ θ θ −=  为参数， ( )0,1, , 1ix i n= − 为自变量，h 为因变量。 

假设有 m 个观测样本(即方程个数)，每个样本有 n 维特征(即未知量个数)，将所有观测样本带入线性

回归方程，则有 

 

1 0 1 1,1 2 1,2 1 1, 1

2 0 1 2,1 2 2,2 1 2, 1

0 1 ,1 2 ,2 1 , 1

n n

n n

m m m n m n

y x x x
y x x x

y x x x

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

− −

− −

− −

= + + + +
 = + + + +


 = + + + +









 (21) 
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若m n> ，则上述线性回归方程就是超定线性方程组，该方程组没有精确解，只能求解其最小二乘解。

对该线性回归问题进行建模，可用矩阵法表示为： 

 H Xθ=  (22) 

其中，X 为自变量构成的矩阵，它是m n× 的矩阵；θ 为要求解的模型参数，它是 1n× 的列向量；H 为给

定自变量矩阵后的理论估计向量，它是 1m× 的列向量。 
假设 Y 为观测向量，它也是 1m× 的列向量，由于 X 和 Y 都是已知的，未知的模型参数是θ ，则目标

函数的矩阵形式可以表示为： 

 ( ) ( ) ( )2 2 TJ H Y X Y X Y X Yθ θ θ θ= − = − = − −  (23) 

该目标函数取得最小值就是导数为 0 的地方，即： 

 ( )arg min
J

θ

θ
θ

θ
∂

=
∂

 (24) 

再直接利用矩阵微积分中矩阵求导的知识，可得： 

 ( ) T T2 2 0
J

X X X Y
θ

θ
θ

∂
= − =

∂
 (25) 

于是有： 

 T TX X X Yθ =  (26) 

若 TX X 可逆，则θ 的最小二乘解为： 

 ( ) 1T TX X X Yθ
−

=  (27) 

值得注意的是，线性回归模型比较简单，可以直接推导出解析解，而许多非线性的问题也可以转化

为线性问题求解，故这里采用线性回归的情况来讲解最小二乘法中关于矩阵法思想求解的数学方法。而

在实际应用中，我们通常直接使用数学计算软件，如 Maple，来求解超定方程组的最小二乘解。 
故我们直接运用 Maple 软件来求解上述方程(16)~(19)，可得： 

 
2

0 12 , , 1 .
2 2

P Pc Q a Q a P Q= − + = − + = − +  (28) 

下面就根据判别式 2 4D P Q= − 的三种情形展开讨论 
情形 1 当 2 4 0D P Q= − > ，即把式(11)和式(28)代入式(14)，可以得到式(2)的指数函数解。 

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 2

e
1

2 2 2 e

D

D

C P D C P DPu Q P Q
C P D C P D

τ

τ
τ

 + + −
 = − + + − +
 + − + − − 

 (29) 

其中
2

2
2

P Q t xτ
 

= − + + 
 

， 1 2, , ,P Q C C 为任意常数。特别地，当 1 22, 1, 1, 1P Q C C= = − = = 时，我们可以得

到 

 ( )
( ) ( )( )

( )

8 4

1 8 4

2 2 8 2 8 e
, 2

8 8e

t x

t x
u x t

− +

− +

+ + −
= −

−
 (30) 

再用 Maple 软件画出 ( )1 ,u x t 的三维和二维图像，如图 1 所示。 
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(a)                                        (b) 

Figure 1. The 3D image of ( )1 ,u x t  with the values 1 22, 1, 1, 1P Q C C= = − = =  and the 2D image of 

( )1 ,u x t  with the values 0t =  

图 1. ( )1 ,u x t 的 3D 图( 1 22, 1, 1, 1P Q C C= = − = = )和 2D 图( 0t = ) 

 
情形 2 当 2 4 0D P Q= − < ，同理可得式(2)的三角函数解： 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

2 1 1 2

2 1 1 2

1 sin cos
2 2 2

2 sin 2 cos
2 2

P D Du Q P Q PC C D PC C D

D DP C C D P C C D

τ τ τ

τ τ

    − −
= − + + − + × + − + − −            

    − −
− + − + − − −            

 (31) 

其中
2

2
2

P Q t xτ
 

= − + + 
 

， 1 2, , ,P Q C C 为任意常数。特别地，当 1 21, 2, 1, 1P Q C C= = = = 时，我们可以得

到： 

 ( )

( ) ( )

( ) ( )
2

7 77 7
2 22 1 7 sin 1 7 cos
2 2

3,
2 7 77 7

2 21 7 sin 1 7 cos
2 2

t tx x

u x t
t tx x

       + +              + + −
    

        = − +
      + +            − + + − −
   
   
   

 (32) 

再用 Maple 软件画出 ( )2 ,u x t 的三维和二维图像，如图 2 所示。 
情形 3 当 2 4 0D P Q= − = ，可得式(2)的有理函数解： 

 ( ) ( ) ( )
( )( )

1 2 2

1 2 2

2
1

2 2 2
P C C CPu Q P Q

P C C C
τ

τ
τ

 + −
= − + + − +  − + − 

 (33) 

其中
2

2
2

P Q t xτ
 

= − + + 
 

， 1 2, , ,P Q C C 为任意常数。特别地，当 1 26, 9, 3, 4P Q C C= = = = 时，我们可以得

到： 
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(a)                                       (b) 

Figure 2. The 3D image of ( )2 ,u x t  with the values 1 21, 2, 1, 1P Q C C= = = =  and the 2D image 

of ( )2 ,u x t  with the values 0t =  

图 2. ( )2 ,u x t 的 3D 图( 1 21, 2, 1, 1P Q C C= = = = )和 2D 图( 0t = ) 

 

 ( ) ( )
3

4 10 24
, 6

4 16
x

u x t
x

+
= − +

+
 (34) 

再用 Maple 软件画出 ( )3 ,u x t 的三维和二维图像，如图 3 所示。 
 

 
(a)                                       (b) 

Figure 3. The 3D image of ( )3 ,u x t  with the values 1 26, 9, 3, 4P Q C C= = = =  and the 2D image of 

( )3 ,u x t  with the values 0t =  

图 3. ( )3 ,u x t 的 3D 图( 1 26, 9, 3, 4P Q C C= = = = )和 2D 图( 0t = ) 

4. 结论 

本文运用了(G'/G' + G + A)展开法求解所取特殊值的 mKdV 方程，得到指数函数解、三角函数解和有

理函数解，再取定待定参数 1 2, , ,P Q C C 的值，借助 Maple 软件得到这些解所对应的 3D 和 2D 图像。值得
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注意的是，本文研究的 mKdV 方程是包含一类非常重要的非线性偏微分方程，所得到的精确解的图像将

在物理应用上带来一定的理论意义以及实践意义。 
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