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摘  要 

文章应用平面弹性复变方法，得到各向异性弹性平面上复应力函数的混合解析函数表达式，并将无限各

向异性弹性平面上任意斜裂纹问题归结为求解一组混合解析函数边值问题，通过仿射变换将边值问题转

化为奇异积分方程，最终求出复应力函数及其相应分量。 
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Abstract 
The hybrid analytic function expressions of the Airy stress function in anisotropic elastic plane 
were obtained by the method of plane elastic complex variable, and the problem of arbitrary ob-
lique crack in an infinite anisotropic elastic plane boils down to solving a set of mixed boundary 
value problems of analytic function, the boundary value problem by affine transformation into a 
singular integral equation, finally the complex stress function and its corresponding weights were 
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found out. 
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1. 引言 

各向异性材料上的平面弹性力学问题是有应用价值的重要课题，这种材料已被广泛应用于在国防、

航空、航天、汽车、船舶等领域。人们对各向异性的材料通常采取“扬长避短”的方式，即在正确的方

向使用次方向的特性，使其发挥最佳的性能。然而在实际应用中，介质中的裂纹会对工程造成不同程度

的影响，因而研究含裂纹的各向异性材料问题十分有必要。如文献[1] [2]在以往的研究中，通常应用平面

弹性复变方法，把解析函数边值问题转化为奇异积分方程进行求解，如文献[3]。为了统一表达式，本文

首次引进混合解析函数，得到各向异性弹性平面上复应力函数的混合解析函数表达式，并将这种方法成

功应用到各向异性平面上的任意斜裂纹问题中。 

2. 各向异性弹性平面上复应力函数的混合解析函数表达式 

文献[4]定义并研究了混合解析函数，得到了相应的 Cauchy 公式以及 Plemelj 公式。 
在此基础上，文献[5]讨论了各向异性弹性平面上复应力函数的混合解析函数表示，即满足下列协调

方程的应力函数 U： 

 ( )
4 4 4 4 4

22 26 12 66 16 114 3 2 2 3 42 2 2 0U U U U Ua a a a a a
x x y x y x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + + − + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
， (1.1) 

可以表示为： 

 ( ) ( ){ }1 22ReU F z F z= + . (1.2) 

其中： 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 d d

2
k

k k kL
k k k k

F z
i z z

ω ζ
η ζ λ ζ

η ζ λ ζ η λ
= −

− −π −
∫ ， (1.3) 

和 

( )

( )

1
2

, 1,2
1 1
2

k
k k

k k

k k
k k

k
i

µ
λ η

µ µ

η λ
µ µ

 + = − =
 − = −
 −

. 

这里 μk材料力学常数而 ω是待定函数。 
令 
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( ) ( )1d

d
F z

z
z

Φ = ， ( ) ( )2d
d

F z
z

z
Ψ =  (1.4) 

我们有各向异性弹性平面上复应力函数的表达式以及复应力分量与复应力函数的关系。 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 2

1 2

2Re

2Re

2Re

x

y

xy

z z

z z

z z

σ µ µ

σ

τ µ µ

 ′ ′= Φ + Ψ  ′ ′= Φ + Ψ   


′ ′= − Φ + Ψ  

.  (1.5) 

3. 各向异性平面含斜裂纹的混合解析函数方法 
设在无限各向异性材料中含有许多条直线裂纹 jL ， 1,2, ,j n=  ，它们与 x 轴的夹角分别为 jθ ，

1,2, ,j n=  ，且互不相交，为方便记
1

n

j
j

L L
=

= ∑ ，取自 ja 到 jb 为正向，见图 1。 

 

 
Figure 1. Anisotropic plane model with arbitrarily 
oriented crack 
图 1. 含任意斜裂纹各向异性平面模型 

 
设在裂纹 L 两侧的外应力为 n nX iY± ±+ ，外应力主矢量为 0，在∞处无外应力和转动.在边界 L 给定外

应力 nX ， nY 的情况下，边界条件为： 

 
( ) ( )

( ) ( )
10

1 2 20

2Re d

2Re d

s
n

s
n

z z Y s c

z z X s cµ µ

Φ +Ψ = − +   

Φ + Ψ = +   

∫

∫
 (2.1) 

这里是 c1，c2常数，在一个边线上它们可以任意指定。 
由以上条件，根据平面弹性力学中的弹性复变方法，可将求解原弹性平衡问题转化为求解复应力函

数满足边界条件的混合解析函数边值问题： 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0a t b t t F t c± ± ± ±Φ + Φ +Ψ = + ， t L∈ ， (2.2) 

其中 

1 2
0

2 2

a µ µ
µ µ

−
=

−
， 1 2

0
2 2

b µ µ
µ µ

−
=

−
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
2 2

2 2

1 1

2

i f t i f t
F t

i

µ µ

µ µ

± ±

±
− − +

=
−

 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.137307


陈彦晓 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.137307 3215 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( ) dn nL
f t i X t iY t s± ± ± = ± + ∫ ， t L∈  

2 2 1

2 2

c cc µ
µ µ
−

=
−

. 

由(2.2)式可得： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0a t t b t t t t F t F t+ − + − + − + −    Φ −Φ + Φ −Φ + Ψ −Ψ = −      (2.3) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0a t t b t t t t F t F t+ − + − + − + −    Φ +Φ + Φ +Φ + Ψ +Ψ = +      (2.4) 

考虑 Plemelj 公式，将(1.18)、(1.20)代入(2.3)式得： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1 2a t b t t F t F tω ω ω + −+ + = − ， (2.5) 

即： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 1 0 1t F t F t a t b t tω ω ω− + = − − + +   (2.6) 

将(2.6)式代入(1.20)式中，得到： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )0 1 0 1

2 2
2 2 2 2

1 d d
2 L

a b F F
z

i z z

ω ζ ω ζ ζ ζ
η ζ λ ζ

η ζ λ ζ η λ

− +

π
+ + −

Ψ = − −
− − −

∫ ， z L∉  (2.7) 

再将(1.18)、(2.7)代入(2.4)式中得到奇异积分方程： 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 10 0
1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 10 0
1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

d d d d

d d d d

1 d d

L L

L L

L

a a
i it t t t

b b
i it t t t

F F
F F

i t t

ω ζ ω ζ
η ζ λ ζ η ζ λ ζ

η ζ λ ζ η λ η ζ λ ζ η λ

ω ζ ω ζ
η ζ λ ζ η ζ λ ζ

η ζ λ ζ η λ η ζ λ ζ η λ

ζ ζ
η ζ λ ζ ζ ζ

η ζ λ ζ η λ

− +
− +

− − −
− − − − − −

− − − −
− − − − − −

−
− − = +

− −

π

π

−

π

π

π

∫ ∫

∫ ∫

∫

 (2.8) 

同时还要满足位移单值性条件： 

 ( )1 d 0
L
ω ζ ζ =∫ . (2.9) 

不失一般性，我们设直裂纹 abL 与 x 轴方向夹角为θ ，长度为 2l。其裂纹中点就在 y 轴上(若不在，

可利用坐标将其移到 y 轴上)。引入一个新的实变量 u，在 abL 上的参数ζ 为： 

 ( )cos sinl u i b ulζ θ θ= ⋅ + + ， 1u =  (2.10) 

考虑到仿射变换： 

( )0 0cos sint l u i b u lθ θ= ⋅ + +  

( )cos sinl u i b ulζ θ θ= ⋅ + +  

( )cos sinl u i b ulζ θ θ= ⋅ − +  

( )d cos sin dl il uζ θ θ= +  

( )d cos sin dl il uζ θ θ= −  
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将上述式子代入 ( )1ω ζ 、 ( )1ω ζ 、 ( )F ζ± 、 ( )F t± 中，它们变为 ( )1 uω 、 ( )1 uω 、 ( )F u± 、 ( )0F u± 。

(2.8)式变为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 10
1

1 1 1 1 0

1 1 2 2 2 20
1

2 2 2 2 0

1 1 1 1 10

1 1 1 1

cos sin d
cos sin

cos sin d
cos sin

cos sin d
cos sin

u l il ua
i l il u u

u l il ua
i l il u u

u l il ub
i l il

ω η λ θ η λ θ
η λ θ η λ θ

ω η λ θ η λ θ
η λ θ η λ θ

ω η λ θ η λ θ
η λ θ η λ θ

−

−

− + +  
− + + −  

− + +  −
− + + −  

− + −  −
− + 

π

π −

π



∫

∫

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1

-1
0

1 1 2 2 2 20
0-1

2 2 2 2 0

cos sin d
cos sin

u u

u l il ub g u
i l il u u

ω η λ θ η λ θ
η λ θ η λ θ

−

− + +  − =
− + + −  π

∫

∫

 

这里 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0 0 01
0

1 d
F u F u

g u u F u F u
i u u

− +
+ −

−

−
= + +
π −∫ . (2.11) 

整理之后得到： 

 ( ) ( )1 10
01

0

2 d
ub u g u

i u u
ω

−
−
π

=
−∫  (2.12) 

 ( )1
11

d 0u uω
−

=∫  (2.13) 

对(2.12)和(2.13)两式进行求导，并记 ( ) ( )1u uω′Ω = ，于是有： 

 ( ) ( )1 120
1 1

0 02 2

22 1 dd
n nX Yub uu

i u u i u u

µ

µ µ− −

+

π
− =

−− π
Ω
−∫ ∫  (2.14) 

 ( )1

1
d 0u u

−
Ω =∫  (2.15) 

我们便可得到 ( )zΩ 在
1

n

j
j

L L
=

= ∑ 上的正则型的奇异积分方程： 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 2

1 1
2 21 1 1 1

2 d d n n
L

b X YK h t
i t t

ζ µ
η ζ λ ζ

µ µη ζ λ ζ η λ

Ω +
Ω = − =

−− −π −
∫  (2.16) 

这里 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 1

1 1 d d
L

h t
i t t

η ζ λ ζ
η ζ λ ζ η λ

= −
− − −π ∫ ， t L∈ 。 

它以 ja 、 jb 为节点(积分端点)，要求在 0h 类中求解，也就是，允许 ( )zΩ 在 ja 、 jb 处有不到一阶的

奇异性。 
由文献[6]，令 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 1 1

1 1 1 1

1 d d
2 L

z
i z z

ζ
η ζ λ ζ

η ζ λ ζ η λ

Ω
Φ = −

− −π −
∫  (2.17) 

我们可将(2.16)转化为在 0h 类中关于 ( )1 zΦ 的非齐次 Riemann 边值问题， 

 ( ) ( ) ( )1 1t t g t+ −Φ = −Φ +  (2.18) 
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 ( ) ( ) ( )2

0 2 22
n nX Yg t h t

b
µ

µ µ
+

=
−

 (2.19) 

其指标 nκ = ，并且端点 a、b 均为普通端点，从而得到奇异积分方程(2.16)的解： 

 ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )2

1 1 1
0 2 2 1 1 1 1

d d
2 2

n n
L

X z hX Yz
i b X z z

ζµ
η ζ λ ζ

µ µ ζ η ζ λ ζ η λ+

+
Φ = −

 − − − 
π −

∫ ， z L∉  (2.20) 

其中， 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )( )
1 1

1 1

1

1

n

jn n
j

j n
j j j j

j
j

b z
X z z b

z b z aa z

− =

= =

=

−
= − =

− −−

∏
∏ ∏

∏
  (2.21) 

进而我们可以得到 ( )zΩ 、 ( )1 zω ，最终求出复应力函数 ( )zΦ 和 ( )zΨ 。 

4. 应力强度因子 

设 ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 1

1 1 1 1

1 d d
2 L

z
i z z

ω ζ
η ζ λ ζ

η ζ λ ζ η λ
Φ = −

− − −π ∫ ，则： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )1 1

1 1 1 1

1 d d
2 L

z
i z z

ζ
η ζ λ ζ

η ζ λ ζ η λ

Ω
′Φ = −

− −π −
∫  

利用仿射变换(2.10)， 
由文献[3]，应力强度因子： 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )2

1 1
0 2 2 1 1 1 1

lim 2 2

lim 2 2 d d
2 2

I II z l

n n
Lz l

K K iK z l z

X z hX Yz l
i b X z z

ζµ
η ζ λ ζ

µ µ ζ η ζ λ ζ η λ

→

+→

′= − = − Φ

+
= − −

 − − − −

π

 

π
π ∫  

5. 数值结果 

不失一般性，我们令 1f = ，则 cosnX θ= ， sinnY θ= ，取各向异性板的各种参数为： 

5
1 1.4 10E = × ， 5

2
1.4 10
12

E = × ， 1 0.46v = ， 2
0.46
12

v = ， 

50.12 10G = × ， 1

2

12E
E

= ， 1 3.08iµ = ， 2 1.12iµ =  

当 0θ = ，这时我们考虑的是平行于 x 轴的单裂纹，假设作用在裂纹上下边缘的力为零，作用在无穷

远处的应力为Γ，旋转角为 ′Γ 。 
带到边界条件(2.2)中得： 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0a t b t t F t± ± ± ±Φ + Φ +Ψ =  

( ) ( )0 0 0F t a b t± ′= − Γ + Γ + Γ ， t L∈  
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这样，我们可以得到奇异积分方程： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )0

1 1 0 0
1 1 1 1

2 d d 2
L

b a b
i t t

ζ
η ζ λ ζ

η ζ λ ζ η λ

Ω
′− = − Γ + Γ

− −π
Γ +

−
∫ ， [ ],t l l∈ −  

经过求解，我们可以得到： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0

1 1 1

0 1 1 1 1

d d
2

l

l

a bX z
z

i b X z z
η ζ λ ζ

ζ η ζ λ ζ η λ− +

′− Γ + Γ + Γ
Φ = −

 − − − 
π ∫ ， [ ],z l l∉ −  

其中 ( ) ( )( )
1X z

z l z l
=

− +
。 

这时，应力强度因子为： 

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

1

0 0
1 1

0 1 1 1 1

0 0
1 1

0 1 1 1 1

0 0

0

lim 2 2

lim 2 2

1 1lim 2 2 d d
2

1 1lim 2 2 d d
2

1lim 2 2

z l

z l

l

lz l

l

lz l

z l

K z l z

z l z

a b l l
z l

z l z l ib z z

a b l l z l z l
ib z l z z

a b

b

ζ ζ
η ζ λ ζ

η ζ λ ζ η λ

ζ ζ
η ζ λ ζ

η ζ λ ζ η λ

→

→

−→

−→

→

′= π − Φ

= π − Φ

′− Γ + Γ + Γ − +
= π − −

− + π − − −

′− Γ + Γ + Γ − + − − +
= π −

π+ − − −

′− Γ + Γ + Γ
+ π

∫

∫

( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1 1
1 1 1 1

0 0
1 1

0 1 1 1 1

0 0
1 1

0 1 1 1

0 0

0

1 d d
2

1 12 2 lim d d
22

1 12 2 d d
22

1 12 2
22

l

l

l

l z l

l

l

z l z l
z l i z z

a b l l z l z l
ib l z z

a b l l
ib l l l

a b l l
ib l

η ζ λ ζ
η ζ λ ζ η λ

ζ ζ
η ζ λ ζ

η ζ λ ζ η λ

ζ ζ
η ζ λ ζ

η ζ λ ζ η λ

ζ ζ

η

−

− →

−

− +
−

+ π − − −

′− Γ + Γ + Γ − + − − +
= π −

π − − −

′− Γ + Γ + Γ − +
= π −

π − − −

′− Γ + Γ + Γ − +
= π

π

∫

∫

∫

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

( ) ( )

1
1 1 1

0 0
1

0 1 1 1

0 0

0

0 0

0

0 0

0

d

1 12 2 d
22

1 12 2 d
22

1 12 2 d
22

12 2ln 2 1

l

l

l

l

l

l

l

l

l l

a b l l
ib l l l

a b l l
i lb l

a b l
i lb l

a b
l l

ib

η ζ
ζ λ ζ η λ

ζ ζ
λ ζ

η ζ λ ζ η λ

ζ ζ
ζ

ζ

ζ ζ
ζ

−

−

−

−

− − −

′− Γ + Γ + Γ − +
+ π

π − − −

′− Γ + Γ + Γ − +
= π

π −

′− Γ + Γ + Γ +
= π

π −

′− Γ + Γ + Γ
= π +

π

∫

∫

∫

∫
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Figure 2. Stress intensity factor versus crack length curve 
图 2. 应力强度因子随裂纹长度变化曲线图 

 

不失一般性，我们取 1Γ = ， 0′Γ = ，可以得到精确解时的应力强度因子随裂纹长度变化的曲线(如图

2)。 
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