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摘  要 

设A是作用于Hilbert空间上的C ∗ -代数， ( )B  是作用于Hilbert空间上的von Neumann代数。

本文讨论了C ∗ -代数A到von Neumann代数 ( )B  的线性映射在σ -强算子拓扑和σ -弱算子拓扑下的

连续性。 
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Abstract 

Let A  be the C ∗ -algebra acting on the Hilbert space  , and ( )B   be the von Neumann alge-
bra acting on the Hilbert space  . In this paper, we discuss the continuity of linear maps from 
C ∗ -algebra A  to von Neumann algebra ( )B   in σ -strong operator topology and σ -weak 
operator topology. 
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1. 引言 

从C∗ -代数A到 ( )B  的∗同态ϕ ，称为C∗ -代数A的表示。 ( )A r
是以A中 0 为中心，半径为 r 的

球；( )A r
+
为 ( )A r

中正算子的集合。线性映射在同一代数上的算子拓扑的连续性，已有很好的研究。例如

2004 年严单贵提出的 ( )B  上的几种拓扑[1]；2008 年余保民，薛社教提出的关于 Hilbert 空间的算子空

间中的几种拓扑的注记[2]；线性映射在不同代数上的强算子拓扑和弱算子拓扑的连续性也有部分理论。

例如 KADISON，R. V.和 RINGROSE，J. R.在 Fundamentals of the Theory of Operator Algebras 中讨论了C∗

-代数A到 von Neumann 代数 ( )B  的线性映射在强算子拓扑和弱算子拓扑下的连续性([3]和[4])。本文受

到以上文献的启发，证明了C∗ -代数A到 von Neumann 代数 ( )B  的线性映射在σ -强算子拓扑和σ -弱
算子拓扑下的连续性。 

2. 正文 

2.1. 预备知识 

定义 1 [5]：设是 Hilbert 空间，对于 { } nx∀ ⊆ ，
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∑ 生成的 ( )B  上的局部凸拓扑称为

σ -强算子拓扑，记为σ -SOT。 

引理 1 [5]：对于 { } ( )T Bλ∀ ⊆ ， ( )T B∈ ， -SOTT Tσ
λ → ⇔ { } nx∀ ⊆ ，
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定义 2 [5]：设是 Hilbert 空间，对于 { } { }, n nx y∀ ⊆ ， ( )2 2
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∑ 生成的 ( )B  上的局部凸拓扑称为σ -弱算子拓扑，记为 

σ -WOT。 
引理 2 [5]：对于 { } ( )T Bλ∀ ⊆ ， ( )T B∈  ， -WOTT Tσ
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引理 3 [6]：设 ( ) ( ){ }1 : 1B B x x= ∈ ≤ 是 ( )B  的闭单位球，则在 ( )1B  上。 
1) WOT 拓扑 = σ -WOT 拓扑； 
2) SOT 拓扑 = σ -SOT 拓扑。 
引理 4 [4]： ( )B  的凸子集的弱算子闭包和强算子闭包重合。 
符号表示：映射 ( )A tAϕ = ，为了方便表示，本文直接记为 A tA→ ，其余映射同理。 

2.2. 主要定理 

定理 1：如果A是作用于 Hilbert 空间上的C∗ -代数， ( )B  是作用于 Hilbert 空间上的 von 
Neumann 代数，且η是A到 ( )B  的线性映射，在 ( )A r

+
中的 0 处σ -强算子拓扑连续到σ -弱算子拓扑，

那么η在 ( )A s
上是σ -弱算子拓扑连续的。 

证明：因为 ( ) ( )2 2
0 0
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tA tA x t A A x
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− = − →∑ ∑ ，其中{ } { }, n nx y ∈ ， ( )0, B A A ∈ ，t 为标量，所以映

射 A tA→ 在 ( )B  上是σ -强算子拓扑和σ -弱算子拓扑连续的。 

同理映射 B tB→ 在 ( )B  上σ -强算子拓扑和σ -弱算子拓扑连续的。若 tA r< ，则 1A t r−< ，所以

映射 ( ) ( )tA tA t Aη η→ = 在 ( ) 1A t r− 上具有与η在 ( )A r
上相同的连续性。 

因此我们对 ( )1A 和 ( )A r
有相同的假设，如果我们对单个 ( )A s

建立题目所述的连续性，就可以得出对

于所有 ( )A s
有题目所述连续性。 

映射 A A+→ 和 A A−→ 将A的单位球中自伴算子的集合 ( )1Ah 映到 ( )1A
+
， 
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所以映射 A A+→ 和 A A−→ 在Ah 中的 0 处是σ -强算子拓扑连续的。 
由第一段假设可得，当 
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所以映射 ( ) ( ) ( )A A A A A Aη η η+ − + −= − → − = 在 ( )1Ah 中的0处是σ -强算子拓连续到σ -弱算子拓扑。

因此η在 ( )2
Ah 上的 0 处有相同的连续性；又由 
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所以映射 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0A A A A A A A Aη η η η→ − → − = − → 在 ( )1Ah 中的 0A 处是σ -强算子拓扑连续到

σ -弱算子拓扑。 
我们描述了 ( )B 中弱算子开集族的一个子基，使得每个子基都有一个凸补集。 

(对于 ( )B 上的弱算子开集族 ( )0
1

: Re ,n n
n

B B B x y a
∞
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 − < 
 

∑ ，其中 a 为实数， , n nx y ∈ )。这样一 

个补在η下的逆象与 ( )1Ah 在一个强算子闭凸集相交。由引理 3 和引理 4 可知，这个逆象是弱算子闭的，

也是σ -弱算子闭的，这个逆像的补集，即子基集的逆象，在 ( )1Ah 中是σ -弱算子开的。由此可以看出，

η从 ( )1Ah 到 ( )B  是σ -弱算子拓扑连续的。因为 
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所以映射
2
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+

和
2

A AA
i

∗−
→ 从 ( )1A 到 ( )1Ah 是σ -弱算子连续的， 

因此映射 ( )
2 2 2 2

A A A AA i i A
i

A A
i

A Aη η η
∗ ∗ ∗ ∗   − −

= + → + =   
   

+ +
从 ( )1Ah 到 ( )B 是σ -弱算子拓扑

连续的。由此题目得证。 
定理 2：如果ϕ 是作用在 Hilbert 空间上的C∗ -代数A到 von Neumann 代数 ( )B 的表示，并且ϕ 在

0 处从 ( )1A
+
到 ( )B 是σ -弱算子拓扑连续的，则ϕ 从 ( )1A 到 ( )B 是σ -强算子拓扑连续的。 
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所以映射 A A A∗→ 在 0 处从A  (因此，也从 ( )2A )的σ -强算子拓扑中连续到A的σ -弱算子拓扑中。
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因此， ( ) ( ) ( )A A A A A A Aϕ ϕ ϕ∗∗ ∗→ → = 在 0 处从 ( )2A 的σ -强算子拓扑中连续到 ( )B  的σ -弱算子
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拓扑中；且 ( )A Aϕ→ 从 ( )2A 到 ( )B  在 0 处是σ -强算子拓扑连续的。因此， ( )A Aϕ→ 从 ( )1A 到 ( )B 

是σ -强算子拓扑连续的。 
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