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摘  要 

极化码是信道编码领域的一项重大进展，通过高效的编码和解码算法实现了二进制输入离散记忆无失真

信道(B-DMC)的对称容量。在极化码中，零陪集和一陪集之间的最小汉明距离以及重量谱与在第i个阶段

的SCL解码中的路径度量惩罚密切相关。本文提出了一种概率方法，构造一个新的生成矩阵，这个生成

矩阵是上三角的，并且上三角元素随机，一次来生成遍历全部陪集的一个码本，以此为基础，计算出了

针对二阶核、三阶核和多核的陪集码谱的概率表达式。 
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Abstract 
Polar codes are a significant advancement in the field of channel coding, achieving the symmetric 
capacity of binary-input discrete memoryless channels (B-DMC) through efficient encoding and 
decoding algorithms. In polar codes, the minimum Hamming distance between the zero and one 
cosets, as well as the weight spectrum, are closely related to the path metric in SCL decoding at the 
i-th stage. This study first demonstrates the relationship between the coset weight spectrum and 
the error probability of decoding, highlighting the importance of computing the coset weight 
spectrum. 
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1. 引言 

Arikan 教授提出的极化码[1]，是编码理论问世以来，第一个能够证明可以在大量信道中实现信道容

量的编码。在码长 2nN = 趋近于无穷时，极化信道趋向于两个极端，即不是无噪声信道，就是纯噪声信

道。并且，无噪声信道的比例接近信道容量。在渐进情况下，串行抵消译码算法作为一种低复杂度的算

法足以达到信道容量，并且，在有限长度情况下，逐次消除列表(Successive Cancellation List, SCL)解码的

性能可与许多其他类别的信道编码，如 LDPC (Low Density Parity Check)码媲美，特别是结合 CRC (Cyclic 
Redundancy Check)校验之后[2]。自 Arikan 发明极性码以来，极性码引起了广泛关注。极化码盛行的一个

重要原因是，极化码是第一种具有明确的低复杂度构造结构的编码方案，同时能够在码长接近无穷大时

实现信道容量。更重要的是，极化码不会出现 Turbo 码和(在较小程度上) LDPC 码容易出现的错误平层

现象。由于极性编码性能卓越，因此被应用为 5G 中 eMBB (enhanced Mobile BroadBand)的控制信道编

码。 

使用 2

1 0
1 1

T  
=  
 

作为极化核是一个非常天才的想法，但这也限制了码长的选择，许多区块长度无法 

用 2 的幂次表示。针对这一问题，渐渐产生两个研究方向。第一种，文献[3]-[6]提出了穿刺和缩短技术，

在长度 2nN = 的母极化码的基础上，使用这两项技术可以构造任意长度的极化码。 
两者的区别在于，打孔操作删除的编码比特在接收端是未知的，即接收端没有被删除的编码比特的

实际值的先验信息。在译码时，将被删除编码比特的对数似然比(Log-Likelihood Ratio, LLR)置为零。而

缩短操作则通过删除特定的编码比特，并在发射端相应位置的子信道发送已知值。在这种情况下，接收

端可以预先了解这些删除编码比特的值。在译码时，根据这些已知的值，将被删除编码比特的 LLR 置为

正无穷或负无穷。 
这两种都是很实用的方法，但是也有一些缺陷，包括较高的复杂度以及有可能导致的性能损失。当

然，除了上述的两种方法，还存在其他的速率匹配方案。但是这些方案，相比于打孔和缩短的速率匹配

方法，目前仍缺乏良好的理论和设计。而第二种则是基于 Arikan 在文献[1]中的猜想，极化现象并不仅仅

局限于二阶核，这一猜想在文献[7]中得到了证明，进而可以设计出各阶核来实现极化现象。基于此，文

献[8]提出了混合核极化码(Multi-kernel polar code)。这是一种在同一二进制符号集中混合大小不同的核来

构造极化码的方法，编码遵循极化码的一般结构，解码也可以通过串联抵消算法来实现。 
极化码的另一个短板，就是中短长度的极化码在 SC 解码下性能很差，文献[9]提出了串行抵消列表

算法，随着列表大小的增加，SCL 的性能逐渐接近最大虽然译码(Maximum Likelihood, ML)，然而由于最

小距离较小，性能依旧很差，这是由于中短长度的极化码的极化效应不够强烈，不足以超越距离特性。

因此，计算每个阶段的陪集码谱就是一种自然的想法。许多学者都在尝试计算极化码的距离谱。例如，

文献[10]的作者提出在有噪声的信道上发送全零码字，并利用连续消隐列表解码器对接收到的矢量进行解
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码。解码后，计算出列表中编码字的权重，并更新特殊的权重函数。文献[11]提出了如何高效计算概率权

重分布表达式的方法。文献[12]推导出了极化码串联抵消码过程中每个阶段出现的精确权重分布。并确定

了与两个位置不同的两条路径相关的两个陪集(coset)之间的最小距离。这可以视为分析连续取消列表解

码权重分布的第一步。论文[13]利用概率的方法计算出了预变化极化码重量谱。 

2. 预备知识 

2.1. 极化码 

极化编码是一种新的信道编码方法，已被证明达到任何二进制输入无记忆信道的容量，而该信道的

容量是由均匀输入分布实现的(如准对称信道)。其证明技术和编码构造纯粹基于信息论概念，编码和解码

复杂度都很低。polar 码的产生来源于信道极化，本节旨在简单介绍信道极化的过程以及将其运用到信道

编码的基本思想。 
对于一个二进制离散无记忆信道(Binary-Discrete Memoryless Channel, B-DMC) { }: 0,1W →，其转

移概率为 ( )| , ,W y x x y∈ ∈ 。信道极化的过程包括两个阶段：信道和信道分裂。如图 1 所示，将两个

比特 ( )1 2,u u 编码为： 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2

1 0
, , ,

1 1
x x u u u u u 

= = ⊕ 
 

 (1) 

其中，⊕ 代表了模二的加法运算。
1 0
1 1
 

=  
 

F 为码长为 2 的极化码的生成矩阵。将 1x 和 2x 分别经过 W 进

行传输。 
则合并后的信道 2W 的转移概率为： 

 ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 1 2 2 2, ,| | |W y y u u W y u u W y u= ⊕  (2) 

将式(1)和图 1 所示的操作称为一级极化。多级的级联进行上述操作，可以实现多级极化，如图 2 所

示，生成矩阵为 N
N N

⊗=G B F ，其中 NB 是比特逆序重排矩阵。 2
N

⊗=F F 。⊗表示 Kronecker 积。 
其中，传输信源序列 1u 的极化信道 ( ) ( )1 2

2 1 1|W y u 的转移概率为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1
2 1 2 1 1 1 2 2 2

1 |
2

| |, .
u

W y y u W y u u W y u= ⊕∑  (3) 

信道 ( ) ( )1 2
2 1 1|W y u 的输入是 1u ，输出是 1 2,y y ，其互信息是 ( )( ) ( )1

2 1 2 1;I W I Y Y U= 。 
 

 
Figure 1. The channel W2 
图 1. 一级信道极化 

 
信道 2u 的极化信道 ( ) ( )2 2

2 1 1 2, |W y u u 的转移概率： 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
2 1 2 1 2 1 1 2 2 2

1, , .
2

| | |W y y u u W y u u W y u= ⊕  (4) 
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Figure 2. The channel W8 
图 2. 三级信道极化 

 
信道 ( ) ( )2 2

12 1 2|W uy u, 的输入是 1u ，输出 11 2 ,,y y u ，其互信息是 ( )( ) ( )2
2 1 2 1 2;I W I UY Y U= 。 

定理 1 [1]在长度为 N 的极化码中，极化信道的有如下递归关系： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
2

2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 1, 1, 2 2 2 1 1, 22 2

1, , ,| |
2

|
i

i i iN i N i i N i
N i o e i i N e iN N

u
W u W u u W u− − − − −

− += ⊕ ⊕∑y u y u u y u  (5) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1, 1, 2 2 2 1 1, 22 2

1, , ,| |
2

|i i iN i N i i N i
N i o e i i N e iN NW u W u u W u− − − −

+= ⊕ ⊕y u y u u y u  (6) 

高效的译码算法是信道编码是否实用的决定性因素。文章[1]中提出了串行抵消(Successive Cancella-
tion, SC)译码，成为极化码的经典译码算法之一。简单来说，对于长度 2nN = 的 polar 码，SC 译码器接收

到经过信道传输的信号，首先利用这些信号译出 1u ，接下来利用 1u 的估计译码以及接收信号译出 2u ，依

此类推，直到利用接收到的信号和 1 2 1, , , Nu u u − 的估计译码译出 Nu 。递归过程由图 3 给出。 
 

 
Figure 3. The recursive process of SC decoding 
图 3. 译码的递归过程示意图 

 
给定任意 ( ), , ,N K   的极化码，利用 SC 译码器，通过计算式(7)来估计 1

Nu ，即第 i 位的硬判决。 

 ( )1
1 1

, if
ˆ

ˆ, , if

c
i

i N i
i

u i A
u

h y u i A−

 ∈


∈
  (7) 
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其中， ( )1
1 1̂,N i

ih y u − 为判决函数，其定义为： 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1 1

1 1
1 1 1 1

0,

1 other

ˆ, | 0
if 1

ˆ, ˆ, |1

wise

i N i
N

N i i N i
i N

W y u
h y u W y u

−

− −



≥






  (8) 

2.2. 混合核极化码 

在文献[8]中，作者提出了一种基于在同一二进制字母表上混合不同大小内核的极性码通用构造，以

构造任意块长的极性码。通过在不同阶段使用不同大小的内核，事实上可以构造出块长度不仅是整数幂

的极性码。这是与其他混合构造的主要区别是，混合极化码旨在优化块长度限制为整数幂的极性编码的

性能。通过这种构造，获得了一个新的极性编码系列，其纠错性能可与通过穿刺/缩短方法获得的最先进

极性编码相媲美，甚至更好。此外，编码复杂度与极性码相似，而解码遵循相同的一般结构。因此，列

表解码算法可用于多核极性编码，还可通过使用循环冗余校验(CRC)比特来增强其性能。主要给出三阶核

的构造。 

3

1 1 1
1 0 1
0 1 1

T
 
 =  
 
 

 

三阶核的极化如图 4 所示。 
接下来介绍针对长度为 1 2, , , sN n n n=  ，其中 in 是质数，但不一定是不同的。每个整数 in 对应一个

大小为 in 的二进制内核
inT ，即一个大小为 i in n× 二进制矩阵。这种多核极性编码的变换矩阵定义为

1 2 sN n n nG T T T⊗ ⊗ ⊗  。不同的核排序会导致不同的 G。因为克罗内克积是不可交换的。我们利用 Tanner
图的表示方法来构造混合核极化码。 
 

 
Figure 4. The channel W3 
图 4. 三阶核的极化示意图 

 

如图 5 所示，混合核极化码的 Tanner 图有 S 阶段，每个阶段有 i
i

NB
n

= 个盒子，每个盒子为一个 i in n×

的块，描述了
inT 。连接如下： 

阶段 i 的 iB 个盒子通过置换 iπ 与 1i − 阶段的 1iB − 相连；接着定义
1

1
1

, 1
i

i j
j

N n N
−

=

= =∏ 为阶段 i 的内核大
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小的部分乘积，这样可以将阶段 i 和阶段 1i − 的盒子分成
1i

N
N +

个区块，这些排列组合在区块内操作，不

同区块的两个盒子不相连。 
下面，给出置换 iπ 的数学表达式。 

( )
( )

1

1

1 2 1 2 1 1
1 1 1 1 2 2

i i i i i i
i

i i i i i i

n n n N n N
N n N N N N

ρ +

+

 + + − +
=   + − + + 

  

  

 

那么对于 2, ,i s=  ，有 ( )( )1 1 1 12| | | | 1i i i i i i i i iN N N N Nπ ρ ρ ρ ρ+ + + += + + + − 。 

其中， s sπ ρ= ，而 ( ) 1
1 2 sπ π π −= ⋅ ⋅ 。 

事实上，这样的构造方法是极化码的一种通用的构造形式，对于仅由二阶核极化的极化码，依然遵

循这样的规律。为了使 Tanner 图构造的描述更加清晰，以图 5 为例，计算一下$\pi_i$。 
首先， 1 2 33, 2, 3s n n n= = = = 。对于 3π ，因为 s sπ ρ= ，所以得到 

3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 5 9 2 6 10 3 7 11 4 8 12

π
 

=  
 

对于 2π ，分成四个区块， 2

1 2 3 4
1 3 2 4

ρ
 

=  
 

，所以

2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 3 2 4 5 7 6 8 9 11 10 12

π
 

=  
 

 ( ) 1
1 2 3π π π −= ，得到 

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
.

1 7 4 10 2 8 5 11 3 9 6 12
π

 
=  
 

 

 

 
Figure 5. 1: Tanner graph of the multi-kernel polar code of length 12N =  for 
the transformation matrix 12 2 2 3T T T T= ⊗ ⊗  
图 5. 码长为 12，生成矩阵为 12 2 2 3T T T T= ⊗ ⊗  的混合核极化码的 Tanner 图 

2.3. 陪集 

在本节中，我们将介绍一种新的分析工具、即陪集码谱(coset weight spectrum)，来分析极化码在 SC
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解码下的误码性能。首先，我们研究单比特错误事件的错误概率，并介绍陪集和陪集码谱的概念。然后，

我们基于极谱推导出新的 BLER 上限。 
定理 2 单比特错误事件 i 与第 i 个极化信道相关联，该错误事件的概率可以通过将许多码元的错误

概率相加来确定上限。 
给定 1

N N i
iu −
+∀ ∈ ，假设传输的信息比特为零，即 0iu = ，那么单比特错误事件 i 的错误概率为： 

 ( ) ( ) ( )( )
1

1
1 1 1 1 10| 0 ,1, .

N N i
i

N N N i N
i N N i

u X

P E P W y W y u
−

+

−
+

∈

≤ ≤∑  (9) 

证明：参考文献[1]，因为对称的 B-DMC 信道 W，合成信道 NW 和极化信道 ( )i
NW 可以写成： 

 ( ) ( )1 1 1 1 1 1||  N N N N N N
N N NW u W a y u ay = ⊕   F  (10) 

以及 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 1 1 1 1  , | , |i iN i N N i i

N i N N i iW y u u W a y u a u a− − −= ⊕ ⊕    F  (11) 

令 1 1
N Na u=  ， 1 1 1 N N N

Na y y=F ，可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1 1 1 1| 0 |1,0 ,0i iN i N i

i N NP P W y W y− −= ≤ ，根据式： 

( ) ( ) ( )
1

1
1 1 1

1
| |1,

2 N N i
i

N
i N i

N i i iN
iu

W u W y x
−

+

−
−

=∈

= ∑ ∏


y u  

展开得到： 

 ( ) ( ) ( )
1 1

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1| 0 ,0, | 0 ,1, .

N N i N N i
i i

N i N N N i N N
i N i i N i i

u v

P P W y u a W y v a
− −

+ +

− −
+ + + +

∈ ∈

 
= ⊕ ≤ ⊕  

 
∑ ∑ 

 

  (12) 

令 1 1 1
N N N
i i iv a u+ + +⊕ = ，就得到： 

( ) ( ) ( ){ }
1

1
1 1 1 1 1| 0 | 0 ,1, .

N N i
i

N N N i N
i N N i

u

P P W y W y u
−

+

−
+

∈

 
  


= ≤






  

利用并集的性质，完成证明。 
由定理 2 我们发现错误事件 i 与通过极化信道 ( )i

NW 传输的码字相关。因此，我们引入以下定义： 
定义 1 给定码字长度 N，定义零陪集和一陪集分别为： 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
supp

,0 : , , ;

,1 : ,0 .

i
N j i N

j

i n
N i

C

C C

+ −
∈

= +

= +

∑ 

v
v g g g

v g v
 

其中， ⋅ 表示由向量张成的空间。 ig 表示生成矩阵第 i 行。 
定义 2 将一陪集 ( ) ( ),1i

NC v 中非零码字的重量分布称为陪集码谱，用 ( ) ( ){ }i
NA d 表示， { }1,d N∈ 。其中，

d 表示非零码字的重量， ( ) ( )i
NA d 表示一陪集中，码重为 d 的码字个数。 

不加证明的直接给出陪集码谱与块误码率之间的关系： 
定理 3 AWGN 信道下，利用 BPSK 调制时， ( )i

NW 的错误概率上限为： 

( )( ) ( )

( )
( )

0

2 .
i

min

N
i i s

AWGN N N
d d

dEP W A d Q
N

=

 
≤   

 
∑  

SC 译码下的块误码率上界： 
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 ( ) ( )

( )
( ),

0

2, , .
i

min

N
i s

e AWGN N
i d d

dEP N K A d Q
N∈ =

 
≤   

 
∑ ∑


  (13) 

通过上面的错误率的分析，我们认识到陪集码谱的重要性，事实上，在 SCL 译码器中，在中间步骤

i，即译到第 i 个比特时，一条译码路径可以定义为： 

( ) { }1 0 1, , , 0,1 ii
iu u u= ∈u  

此时，SC 实质上是在决定所接收向量更可能落入 0iu = 对应的码字空间还是 1iu = 所对应的空间，这

是可以使用陪集进行解释的。另外，根据 PM 值的定义，PM 值的大小反映了接收信号与译码路径对应

的候选码字之间欧氏距离的大小。在 SCL 译码器中，零陪集和一陪集之间的最小码距及码谱与 PM 值在

第 i 个步骤时的更新(即路径度量惩罚值)是密切相关的：零陪集和一陪集之间的最小码距越大，错误路径

受到的 PM 惩罚值越大。由于 SCL 译码器在每个步骤最后都会进行路径剪枝，即从 2L 条路径中剪除 PM
值最大的 L 条路径，保留 PM 值最小的 L 条路径。若要防止正确路径在中间步骤 i 被丟弃，需要使得错

误路径受到的 PM 惩罚尽量大于正确路径受到的 PM 惩罚。 
从码字距离的角度来看，这可以等效为使得零陪集和一陪集之间的最小码距尽量大，从而使得正确

路径更容易被识别。综上，对于陪集码谱的研究是很有实践意义的。 

3. 主要结果 

本节旨在提出一种计算二阶极化核和三阶极化核多对应的极化码的陪集码谱的计算方法，并且给出

二阶核三阶核混合的混合核极化码的陪集码谱的定义方法。 
在给出具体的定理前，我们首先定义一个非负的上三角矩阵T，它的对角线元素均为1，并且假设 ijT ， 

1 i j N≤ < ≤ 是 i.i.d. ~ Bernoulli( 1
2

) r.v. 

12 1

2

1
0 1

0 0 1

N

N

T T
T

T

 
 
 =
 
 
 





   



 

记 N NG TF= 。 ( )i
Nf 是 NF 的第 i 个向量， ( )i

Ng 是 NG 的第 i 个行向量。注意到： 
( ) ( ) ( )

1
.j j

j
j

NI I i
N N I i N

i I
g f T f

= +

= ⊕ ∑  

那么根据陪集的定义，对于m阶段第 i个陪集谱 ( ) ( )1
12

0 ,1m
i iC − 只需求枚举 ( )

2m
ig 重量为 d的个数。 ( ), ,P m i d

表示 m 阶段第 i 个陪集谱 ( ) ( )1
12

0 ,1m
i iC − 中重量为 d 的码字所占的比例。 

那么有： 

 ( ) ( ) ( )2 , , iN i
NP m i d A d− =  (14) 

 
定理 4 对于只有二阶核 2

1 0
1 1

T  
=  
 

构成的极化码， ( ), ,P m i d 计算公式如下： 

1)：如果 11 2mi −≤ ≤ ， 

( )
( )

( ) 1

2
is even

1

2

22, , 1, ,
2

2
m

i
m

d d

m
dd

d w f

d
P m i d P m i d d d

′

−

′−

−

 ′=  
 

′−
′= −

 
 



′
 


− ∑  
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2)：如果 12 2m mi− < ≤ ， 

( ) ( )1 if  is eve1 n, 2 , 2
, ,

0 if  is .

;

odd

mP m i d
P m i d

d

d− − −= 


 

边界条件为 ( ) ( )1,1,1 1,2,2 1P P= = ，且 

( )
( )

,1, 0
, ,

if  is even;
if  is od .0 d

P m d
P m i d

d
d

 =
 =

 

证明： 
当 11 2mi −≤ ≤ 时， 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

2 2

2 2 2 2
1 2 1

.
m m

m m m m
m

i i j j
ij ij

j i j

g f T f T f
−

−= + = +

= ⊕ ⊕∑ ∑  

由于二阶核的结构以及克罗内克积的构造方法，可以令 ( ) ( ) [ ]
12

2 2
1

,
m

m m
i j

ij
j i

f T f
−

= +

⊕ ∑  X 0 ， 

( ) [ ]
1

2

2
2 1

,
m

m
m

j
ij

j

T f
−= +
∑  Y Y 。其中， 0 是长度为 12m− 的全零向量， ( )11 2

, , mx x −= X ， ( )11 2
, , my y −= Y 。 

显然，X和Y 是独立的，并且 ( ) { }
1

1
2

1 2
, , 0,1

m

ma a
−

−∀ = ∈a ， ( ) 122
m

P
−−= =Y a 。我们假设 ( ) 1w d=X ，

( ) 2w d=Y 并且 c 表示 X和Y 对应位置上均为 1 的数量，用 { }1, , cv v=  表示， c
Y 表示Y 除去指标集

的其他元素，有 ( ) 2cw d c= −


Y 。 

因为 
( )( ) [ ]( ) ( ) ( ) 1 22

, 2 2 ,m
iw g w w w d d d= ⊕ = ⊕ + = + − =X Y Y X Y Y  

得到 1
2 2

d dd c −
− = 。不论 c 的大小，上式一直成立，当且仅当 ( ) 1

2c

d dw −
=


Y 。根据全概率公式有： 

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )
( )

2

2

 is even

 is even

, , , , |

, , | 1, ,

i
m

i
m

d

d w f

d d

d

d w f

d d

P m i d P m i d w X d P w X d

P m i d w X d m i d

 ′=  
 
′−

 ′=  
 
′−

′ ′= = × =

′ ′= = × −

∑

∑
 

最后一个等式是因为 ( )
12

~ m
ig −X 。下面计算 ( )( ), , |P m i d w d ′=X  

( )( ) ( ) 1

1

2

22, , | .
2 2

2
c m

m
d dd dP m i d w d P w d d−

−
′  ′−′−   ′= = = = ′−      
 


X Y  

综上，如果 11 2mi −≤ ≤ ， 

( )
( )

( ) 1

2
is even

1

2

22, , 1, ,
2

2
m

i
m

d d

m
dd

d w f

d
P m i d P m i d d d

′

−

′−

−

 ′=  
 

′−
′= −

 
 



′
 


− ∑  
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当 11 2mi −≤ ≤ 时， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

2

2 2 2
1

2 22 2 2 2

2 2 2 2
1 1

2 2

2 2

,

~ , ,

m

m m m

m mm m m m

m m m m

m m

m m

i i j
ij

j i

i j i j
ij ij

j i j i

i i

g f T f

f T f f T f

g g

− − − −

− − − −

− −

− −

= +

− − − −

= + = +

− −

 
= ⊕ 
  

= ⊕ ⊕
 
 
  
 
  

∑

∑ ∑  

直接得到 ( ) ( )1, , 1, 2 , 2mP m i d P m i d−= − − 得证。 

定理 5 对于只有三阶核 3

1 1 1
1 0 1
0 1 1

T
 
 =  
  

的极化码， ( ), ,P m i d 计算公式如下： 

如果 11 3mi −≤ ≤ ， 

( ) 1

11
1 1 1 1

1 1 3 2 3 4 2 4

2 3

33

, , 1, ,
3 2

m

c c n m nm

c n c c c c n c

d

d d d d d d dd
d d d d d d d ddP m i d P m i −

′

−−

×

′ ′      
                   

′′ − − −−

− −′ = − 
 

∑ ∑  

求和条件必须满足 1 2 3 1 2 4
3

2
n n c c c cd d d d d d d d

′−
= + + − − − 。 

如果 1 13 2 3m mi− −< ≤ × ， 

( ) 1

1
2

1
3

3 22, , 1, 3 , ;
2 2

2
m

m
d

m

d

ddP m i d P m i d d−
′

−
′

−
′−′ = −

 
 
 

− ′− 


 
 

∑  

如果 12 3mi −> × ， 

( ) ( )1, , 1, 2 3 , 2 .mP m i d P m i d−= − − ×  

边界条件为： 

( )

3 10
4 4

1, , 0 1 0
0 1 0

P i d

 
 
 

=  
 
 
 

 

对于上述定理，利用相同的方法，可以得到结论。 
在混合二阶和三阶内核的情况下，我们的重点始终是调整初始条件。在 Tanner 图中，当我们遍历二

阶极化核时，定理 4 就会发挥作用，而定理 5 则会给出我们遍历三阶极化核的所需的计算表达式。下面

给出一个常用的生成矩阵的形式的陪集码谱的计算方法。 
定理 6 混合核极化码的生成矩阵 2 3

m n
NG T T⊗ ⊗= ⊗ ，那么它的 ( ), ,P m i d 计算方式为： 

当 11 2 3m ni −≤ ≤ × 时， 

( ) ( ) 1

1

2 3

2 32, , 1, , .
2

2
m n

m n
d

d

d
P m n i d P m n i d d d−

−
′

′

′−
′+ =

 
 
  
 

+ − ′−∑  
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当 12 3 2 3m n m ni− × < ≤ × 时， 

( ) ( )1, , 1, 2 3 , 2 .m nP m n i d P m n i d−+ = + − −  

此时， ( ), ,P n i d 通过定理 5 计算得出。 
下面，简单给出两个计算的例子。首先，生成矩阵 6 2 3G T T= ⊗ 的混合核极化码的陪集码谱的概率矩

阵为： 

( )

3 16 0 5 8 0 3 16 0
0 1 2 0 1 2 0 0
0 1 2 0 1 2 0 0

2, ,
0 3 4 0 0 0 1 4
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0

P i d

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

 

交换 2T 和 3T ，得到： 

( )

3 16 0 5 8 0 3 16 0
0 9 16 0 3 8 0 1 16
0 1 2 0 1 2 0 0

2, ,
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

P i d

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

 

这也进一步证明混合核极化码与极性码不同，克罗内克积的因子顺序很重要，因为不同的顺序会产

生不同的变换矩阵，具有不同的极化行为，从而产生不同的冻结集。 
以上，针对二阶核、三阶核和多核极化码的陪集码谱的计算方法的递归方法全部给出。虽然，这只

是对 SCL 译码器每个阶段的陪集码谱的精确值的一种近似，但对于我们分析 SCL 译码器各个阶段的状

态提供了巨大帮助。正如前文所述，在 SCL 译码器中，零陪集和一陪集之间的最小码距及码谱与 PM 值

在第 i 个步骤时的更新(即路径度量惩罚值)是密切相关的：零陪集和一陪集之间的最小码距越大，错误路

径受到的 PM 惩罚值越大，从码字距离角度，这等效于要使得零陪集之间的最小码距尽量大，从而使得

正确路径更容易被识别。陪集码谱的研究对我们设计更高效的码字方案有着重大的意义。 
当然，对于编码领域的研究来说，Polar 码的瓶颈仍然存在，例如，我们没有办法对 SCL 译码器各

个阶段进行理论分析。本文仅仅在理论上提出了一种陪集码谱近似的计算方法，进而大致了解各个阶段

的译码情况。事实上，如果能求出确切的 Polar 的码谱，而不是陪集码谱，那将从根本上解决对 SCL 译

码器各个阶段没有办法理论刻画的问题。对于混合核极化码来说，硬件的需求恐怕是最紧迫的，虽然理

论上会比普通的二阶核的极化码优秀，但是对于硬件架构来说，相比于二阶核过于复杂。 

4. 结论 

本文首先回顾了极化码以及混合核极化码的概念，提出了一种计算混合核极化码的陪集码谱的概率

方法，并提供了一个递归公式。这种方法大大有助于今后分析 SCL 解码各个阶段的状态。 
本文的方法只是从理论上给出了陪集码谱的近似算法，没有给出的精确的结果，这是很困难的事情，

可以作为后续的研究方向。另外，根据本文给出的结论，也可以利用该结果设计一种新型的极化码的设

计方案。 
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